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RESUMO

Em vérias areas do célculo aplicado a resolucéo de problemas, incluindo a Engenharia
Civil, as aplicagdes computacionais se utilizam da resolucao de sistemas de equacdes
lineares de ordem bastante elevada. Em paralelo, alguns programas computacionais,
atualmente, resolvem sistemas de equacdes lineares com a facilidade e precisado
desejadas, porém ndo possibilitam a verificagdo de todos os célculos por parte do
usuario. Com o intuito de facilitar e promover o conhecimento de métodos que
resolvem sistemas lineares, especialmente os encontrados em aplicacbes de
Engenharia Civil, apresenta-se, neste trabalho, o desenvolvimento de programas que
nao soO resolvem, como, principalmente, fornecem relatérios detalhados envolvendo
todas as rotinas de calculo. Foram selecionados os métodos FATORACAO OR,
S.O.R e GRADIENTES CONJUGADOS, para que alunos, profissionais e até
professores utilizem como estudo e elemento auxiliar na metodologia de ensino.
Destaca-se que as implementacdes foram realizadas utilizando a linguagem
HTML/JavaScript e foram incorporadas a um portal na Web de acesso livre aos

interessados.

Palavras-chave: Sistemas de equacfes lineares; Método S.O.R; Fatoracdo OR;

Método dos Gradientes Conjugados; Informatizacdo de Calculos; Relatorio detalhado.



ABSTRACT

In several fields of calculus applied to problem solving, including Civil Engineering,
computational applications are based on solving systems of linear equations of quite
high order. In addition, nowadays some computer programs solve systems of linear
equations with the desired ease and precision, although they do not allow the user to
check all the calculations. In order to facilitate and promote the knowledge of methods
that solve linear systems, especially those found in Civil Engineering applications, this
paper presents the development of softwares that not only solve the problems but also
provide detailed reports with all the calculation routines. The QR FACTORIZATION,
S.0O.R., and CONJUGATED GRADIENTS methods were selected. Thus, students,
professionals, and even professors may use it like a study and auxiliary element in the
teaching methodology. It is highlighted that the implementations were carried out using
the HTML/JavaScript language methods and have been incorporated into a Web portal

that is freely accessible to interested parties.

Keywords: Systems of Linear Equations; S.0.R. Method; QR Factorization;

Conjugate Gradient Method; Computerization of Calculations, Detailed Report.
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1 INTRODUCAO

Araujo (2017) afirma que “os algoritmos numéricos sao tao antigos quanto a
civilizagcdo humana. Os babilénios, vinte séculos antes de Cristo, ja possuiam tabelas
de quadrados de todos os inteiros entre 1 e 60”. O autor acrescenta que Newton e
muitos outros matematicos, dos séculos XVIII e XIX, trabalharam no desenvolvimento
de métodos numeéricos para a resolucédo de problemas.

Neste contexto, com 0 avanco tecnoldgico tornou-se cada vez mais notavel a
substituicdo de métodos rudimentares por programas de computador para realizar
tarefas de acordo com nossas necessidades. Porém, a grande maioria dos programas
de computador, especialmente as aplicacdbes na Engenharia Civil, apenas
disponibilizam partes do célculo ou, até mesmo, somente o resultado final. Dessa
forma, ndo explicam como os valores foram obtidos e isso impede que o usuério
entenda toda a metodologia de calculo envolvido.

Com o intuito de auxiliar alunos, professores e profissionais, o Nucleo de
Engenharia Virtual e Experimental (NEVE), grupo de pesquisa cadastrado no
Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico (CNPq), busca
desenvolver programas didaticos para a area da Engenharia Civil. Os programas
desenvolvidos pelo grupo apresentam ndo s6 os resultados finais, como também
emitem relatérios que detalham os calculos realizados, bem como apresentam a teoria
bésica associada.

Além disso, é importante ressaltar que ja foram criados, pelo referido grupo
de pesquisa, diversos programas para resolver sistemas de equacfes, como por
exemplo o de Gauss. Porém, na Engenharia Civil existem problemas de ordem grande
com coeficientes do tipo esparso (com grande propor¢cao de zeros) e, de acordo com
Ruggiero (1996, p. 177), os métodos diretos provocam alteragbes na matriz “‘A” e
surgem elementos nao nulos em posi¢cées que eram nulas. Dessa forma, os métodos
iterativos tornam-se uma alternativa pois n&o alteram a matriz “A”.

Assim, solucbes informatizadas para sistemas lineares Ax=b podem se
mostrar eficientes e eficazes se baseadas em métodos como S.O.R (Successive over-
relaxation), a FATORACAO QR e 0 GRADIENTES CONJUGADOS.
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1.1 OBJETIVOS

Cita-se o0 objetivo geral de conceber e implementar solu¢des informatizadas
para sistemas lineares, baseadas nos métodos S.O.R, FATORACAO QR a
GRADIENTES CONJUGADOS, dotadas de funcionalidades de detalhamento e
fundamentacéo tedrica, com referéncias bibliograficas, dos passos requeridos.

Como objetivos especificos, citam-se:

» Detalhar a aplicacdo da resolugéo de sistemas de equacgdes lineares e suas
caracteristicas na resolucéo de problemas de Engenharia Civil;

= Algoritimizar a resolucdo de sistemas lineares, com foco inicial apenas no
resultado final, até que sejam validados em comparacdo com resultados de
outros programas e calculos manuais;

» Projetar relatérios e implementar rotinas computacionais para sua emissao em
PDF (Portable Document Format) considerando, além de todo o memorial de
calculo, a teoria e todo o raciocinio utilizado nos métodos;

= Disponibilizar os modulos de programa on-line para auxiliar alunos,

professores e profissionais no estudo dos métodos utilizados.

1.2 JUSTIFICATIVA

Além de contextualizar a aplicacdo da resolucdo de sistemas de equacfes
lineares e suas caracteristicas na Engenharia Civil, as solu¢bes propostas e
desenvolvidas se mostram capazes de auxiliar alunos, professores e profissionais no
processo de ensino-aprendizagem referente a resolucdo de sistemas lineares por
meio da apresentacdo de conceitos, fundamentacbes e passos em relatério

estruturado de forma instrutiva.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesta secdo, aborda-se a fundamentacdo tedrica necessaria para a
compreensao da resolucao de sistemas lineares pela Fatoracdo QR, Método S.O.R e
Método dos Gradientes Conjugados, bem como algumas de suas aplicagBes na
engenharia. Além disso, aborda-se, de forma sucinta, a programacéao de paginas Web

e outros softwares para calculo de sistemas lineares.

2.1 SISTEMAS DE EQUAC}()ES LINEARES
Esta secdo descreve os tipos, definicbes e as operacdes elementares acerca

de sistemas lineares.

2.1.1 Definicdes

Vaz (2011) afirma que o primeiro passo para o surgimento da Algebra e dos
sistemas lineares foi a necessidade dos antigos adotarem palavras para identificar
nameros desconhecidos em problemas matematicos. No século XVI, Robert Record,
Thomas Harriot e René Descartes introduzem o sinal de igual e as letras finais do
alfabeto “x”, “y” e “z” para simbolizarem os elementos desconhecidos.

A mesma autora acrescenta que a Algebra é uma forma de alfabetizac&o
matematica com simbolos universais, visto que qualquer matematico consegue
interpreta-la, independente do seu idioma. Além disso, Vaz (2011, p. 11) destaca que
“um problema classico dessa alfabetizacdo matematica é o problema dos sistemas de
equacodes lineares virem da busca de solugbes para problemas, tendo ele solucbes
ou nao”.

Sistemas lineares constituem-se por equac¢des do primeiro grau que, segundo
Ruggiero (1996), s&o formadas exclusivamente de adi¢gOes e subtragbes de termos
que sao constantes ou o produto de uma constante por uma variavel de poténcia igual
a um. A titulo de exemplo, as equagdes (1) e (2) formam um sistema linear, sendo

a1, a12, dz1 € a,, denotados como coeficientes e b; e b, como termos independentes.
{a11X1 +apx; = by (2)
a12%1 + 2%, = by
(2)

Neste contexto, Ruggiero e Lopes (1996) descrevem um sistema linear com

m equagles e n variaveis conforme as equagodes (3), (4) e (5).
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a1x1 + A% + -+ gy = by (3)
a21x1 + azzxz + -+ aann - bz (4)
Am1X1 + QX + o+ Xy, = by (5)

Onde:
a;;: coeficientes 1 < i < m1<j <n
x;j. variaveis j = 1,--,n;
b;: constantes i = 1,---,m;
Os métodos de resolucédo podem utilizar os sistemas lineares Ax = b ha sua

representacado matricial, representada na equacéo (6).

ai; Az o Ay X1 b,
A1 Ay o Aoy X3 b,

A= : : : X = eb=|. (6)
An1 A2 " Omn Xn bn

Além disso, de acordo com Ruggiero e Lopes (1996), resolver um sistema

linear tem como base encontrar os valores de x;, para j=1 até n, que satisfagam todas

as equacoes.

2.1.2 Sistemas Homogéneos

lezzi e Hazzan (2006) afirmam que, para que um sistema linear seja
homogéneo, todos os termos independentes das equacdes lineares devem ser iguais
a zero. Segue um exemplo de sistema linear homogéneo, formado pelas equacdes
(7) e (8).

5x +2y =0 (7)
{8x +4y =0 @®

2.1.3 Sistemas Equivalentes

lezzi e Hazzan (2006) definem que, para que dois sistemas lineares sejam
equivalentes, deve-se apresentar as mesmas solugdes. Os autores acrescentam que
dois sistemas equivalentes ndo precisam, necessariamente, apresentar 0 mesmo
namero de equacgdes, apenas o0 mesmo numero de variaveis.

Segue um exemplo numérico de sistemas equivalentes, descritos pelos

sistemas (S1) e (S2).
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S1 {x +y=3 9
2x+3y =28 (10)
Multiplica-se a equacéo (9) por 3.
{Sx +3y=9 (11)
2x+3y =28 (12)
Subtrai-se as equacdes (11) e (12).
x+0y=1,logox =1 (13)
Substitui-se o valor de x na equacéao (9).
1+y=3 (14)
y =2 (15)
Sendo assim, a solucdo de S; é (1,2).
S2 {x +y=3 (16)
x+2y=5 (17)
Subtrai-se as equagoes (16) e (17).
Ox —y=-2 (18)
y=2 (29)
Substituindo na equacéo (16):
x+2=3 (20)
x=1 (22)

Logo, a solugcdo de S, é (1,2). Sendo assim, os sistemas 1 e 2 séo
equivalentes.

Além disso, Ferreira (2011, p. 51) afirma que existem trés operacdes que
resultam em sistemas equivalentes, chamadas de operacdes elementares.

A mesma autora acrescenta que a primeira € a troca de duas linhas da matriz,
a segunda € a multiplicacdo de todos os elementos de uma linha por um escalar
diferente de zero e a ultima, e ndo menos importante, a substituicdo de uma linha pela
soma dela com um multiplo de outra linha. Para uma matriz A representada pela

equacao (22), as equacgoes (23), (24) e (25) representam as operacdes elementares.

4= 3 o) =

Trocar a primeira linha pela segunda.



24

_(2 3 8 (23)
A = (1 1 3)
Multiplicar a primeira linha por dois.
_ (4 6 16 (24)
4= 1 %)
Substituir a segunda linha pela soma dela com duas vezes a primeira linha.
_(2 3 8 (25)
As = (5 7 19)

2.2 METODOS PARA A RESOLUQAO DE SISTEMAS LINEARES

Conforme Ruggiero e Lopes (1996), um sistema linear da forma Ax = b pode
ser resolvido por métodos diretos ou métodos iterativos. Um método é direto quando
a solucado exata € obtida realizando-se um numero finito de operacées. Por outro lado,
nos meétodos iterativos, a solucdo é obtida por uma sequéncia de aproximacdes
sucessivas, até que o erro encontrado seja menor que a tolerancia pré-estabelecida
ou atinja 0 numero maximo de iteracoes.

Dessa forma, os autores citam diversos métodos para a resolucéo de sistemas
lineares, por exemplo pela Eliminagdo de Gauss, que é um método direto que se utiliza
das operacbes elementares. Em resumo, este método consiste em elaborar um
sistema ‘Ax = b’ que seja equivalente a Ax = b. A premissa € obter, por meio da
estratégia de escalonamento, um sistema triangular superior, ou seja, em que todos
os elementos abaixo da diagonal principal sdo iguais a zero e, ap0s isso, resolvé-lo.

De acordo com Barroso et. al. (1987), ndo é possivel afirmar se os métodos
diretos sdo melhores que os iterativos e vice-versa. Os autores afirmam que devemos
estabelecer critérios: os métodos diretos sdo mais vantajosos para sistemas de
pequeno porte e 0s métodos iterativos para sistemas de grande porte e esparsos. No
trabalho aqui apresentado, o método de resolucdo de sistemas lineares pela
FATORACAO QR é direto e os métodos S.0O.R e GRADIENTES CONJUGADOS séo

iterativos.

2.3 SISTEMAS LINEARES NA ENGENHARIA
Nesta secdo, abordam-se diversos sistemas de equacdes e suas
caracteristicas, aplicados na engenharia, com foco nas equacdes lineares e na

Engenharia Civil.



2.3.1 Trelica Simples

Ruggiero (1996, p. 105) apresenta a aplicacado de sistemas lineares em uma
trelica, representada na Figura 1, com objetivo de determinar as forgcas que atuam em

Seus nos.

Figura 1- Treligca.
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Fonte: Ruggiero (1996, p. 105).

A autora utiliza as condicfes de equilibrio estatico nos nés para determinar as

equacdes necessarias para obter as forcas desconhecidas. E adotado a para

representar os angulos entre as barras, conforme a Figura 2.
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Figura 2- Equacdes por equilibrio estatico nos nos da trelica da Figura 1.

) I, = -afy + [+ aly =0 o [EF =g+ £y = 0
NO 2 NO 4

IF = -aly - [ - aly = 0 IF =, =0
N LA A AR IF, = —f), + afj =0
NO 3 NO g |

IF = (3 - 10 =0 IF, = ~fig - afyg = 0
) IF = -f, + fg =0 o [FFp = —afy =+ ;=0
NO 4| NO g

IF = -f, = 0 IF = afyy + fig = f15= 0
(B, e mafg - fg e aly s £ =0 NO 10 (5F, = —afy, - f;, = 0
NO 4

IF = afg+ £+ afy - 15 =0

YF, = -fg - afy + f,, + af,; = 0
N6 o) 12 13

IF, = -af, - f}, - afjy = 0

Fonte: Adaptado de Ruggiero (1996, p.105).

Dessa forma, a autora afirma que as matrizes “A”, “x” e “b” do sistema Ax=Db

sdo descritas pela Figura 3.

Figura 3- Forma matricial do exemplo.
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Fonte: Ruggiero (1996, p. 109).
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Para resolver o exemplo desta trelica relativamente pequena e encontrar as
forcas em cada uma das 17 barras, necessita-se resolver o sistema linear de ordem
igual a 17. Existem trelicas de grandes pontes, por exemplo, que tém milhares de
barras, ilustrando a necessidade de métodos de resolucao para sistemas lineares de
ordem bastante elevada e com muitos termos nulos. Estas caracteristicas podem ser

encontradas também nos exemplos a seguir (se¢des 2.3.2, 2.3.3, 2.3.4 e 2.3.5).

2.3.2 Trelica Fink

Valiente (2015, p. 55) em sua dissertacdo de mestrado, apresenta a aplicacédo
de sistemas lineares em uma treligca Fink, ilustrada na Figura 4, muito utilizada em
telhados, com o objetivo de determinar os esforcos em cada barra.

Figura 4- Trelica Fink

2 kN

e B0 607
A= G A, N e h
__; | B € j‘—— -
s 2m i 2m | 2m—-

Fonte: Valiente (2015, p. 55).

O autor considera os carregamentos, reacdes de apoio e ligagdes das barras

nos nos. Dessa forma, obtém-se as equacdes presentes na Figura 5.



Figura 5- Equacdes referentes aos nés da Trelica Fink.

\7(; _1 :-) er — . “ = "{r - I"_,‘n — ('l).\'(_:;“u)lr‘\(,‘ — ()
+ T -‘——:[?u =0= .4!1 — S€ Il(»:;“o)l"_‘(; = i{)
No B :
5 YF, =0= Fap+ cos(60°)Fpg — Fpc — cos(60°)Fpr =0
£ T _‘:1‘(} = ()= — 8¢ Il((“)n)["uu — 8¢ H(()‘“a)['ﬂl‘”.' =() =) FU(.' + I:‘Ul' =
N6 C:
5 YF, =0= Fpc + cos(60°)Fcr — Fpc — cos(60°)Fep =0
+1XF,=0= —3en(60°) For — sen(60°) Fep =0=> For + Fop =
N6 D - B YF,=0= Fpc+cos(30)Fpg = 0
+1XF,=0=> D,—sen(30°)Fpg = 0
N6 E : {; YF,=0=> Fep+cos(60°)1 — Fpp = 0
+ /A TF,=0= Fep —sen(60°)l = 0 = Fee=0.86
NOF :
i_) PR =0= cos(30°) Frg + cos(60°) Fpr — cos(30° ) Fer — cos(60° ) Feop =0
+ 1 YXF, =0= sen(30")Fpg + sen(60') Fgp + sen(30°) Fgp + sen(60°) Fop —2=0
+ 5 TP -
NG G - S EF.=0=> Fac — Frg — c0s(60°)1 =0=> Fa¢ — Frg = 0,5
L i N =0= Fge — sen(60°)1 =0= Fpe = 0,86

0

0

Fonte: Valiente (2015), adaptado pelo autor.
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Dessa forma, o mesmo autor define o sistema linear deste exemplo conforme

ilustrado na Figura 6.

Figura 6- Sistema linear da Trelica Fink da Figura 4.

(14: —1Fyp—0,86F o
1A, —0, 5F 302
1Fasg +0, 5Fge —0,5Fg g
1Fpo +1Fpf
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0, B6Fp +1Fpe
3 —-0,5FpE
IFgp —1lFpg
1Fe g
0, 88F e +0,.5Fge —0,5F-Fp —0,86F
0, 5Fpc +0,86Fg p+0, 86Fop 0,5FgF
LF e —1Fpg
, 1Fge

+1Dy

—1Fges

+1Fge

DooooQoQoQ

£n

0, 86

(=1

0,5
0, 86

Fonte: Valiente (2015, p. 59).
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Na Figura 6, € importante ressaltar que os elementos preenchidos por zero

foram ocultados para facilitar a visualizacao.

2.3.3 Estruturas metalicas
Cruvinel (2013, p. 30) apresenta uma aplicacéo de sistemas lineares no projeto
de uma estrutura metalica (Figura 7). O objetivo do problema € encontrar os valores

dos esforcos em cada barra.

Figura 7 — Projeto de estrutura metalica.

Fy Fa

[
]

Fonte: Cruvinel (2013, p. 31).

O autor cita que, para calcular os valores de F; e F, , deve-se conhecer a massa
que sera suspensa e o comprimento do braco do guindaste representado na Figura 7.
ApoOs isso, deve-se calcular o esforgo exercido em cada no. Para isso, o somatério
das forcas deve ser nulo tanto horizontalmente quanto verticalmente. Dessa forma, o
autor encontra as equacoes referentes ao problema, conforme a Figura 8 (em forma
matricial na Figura 9), onde as forcas sao escritas por f;;, cujos indices indicam os nos

ligados pela viga.



Figura 8- Equacdes para cada n6 da estrutura da Figura 7.

fracostha + fiacosthy + fucosthy = Fy

frzsenths + frasenths + flasentlyy =0

fracosthy + figeosthy + frycosthy = F
frzsents + fiasenfs + flasenth, =0
farc08fa1 + faacostlay + fagcostay = Fo

fosenflay + fozsenflaz + foysentlay = ()

facostlyy + figcoslay + facosbay + fageostyg = 0
farsenbly + fazsenbly; + fapsenby; + fagsentlzg =0
fucosfyy + fiscosfys + fizcosOis + figeosfyg = 0
fusenflyy + fizsenfys + fizsenfys + figsenflys = 0

fassenflys + figsenflys + frasenflzy + feasenflgy = 0,

Fonte: Cruvinel (2013, p. 32).

Figura 9- Forma matricial do sistema linear da Figura 8.
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2.3.4 Circuitos elétricos

Fonte: Cruvinel (2013, p. 32).
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Anton e Rorres (2012, p.77) descrevem em sua bibliografia um exemplo
contendo um circuito elétrico com trés lacos fechados, ilustrado pela Figura 10, onde

0 objetivo é determinar os valores das correntes I, I, e I5.

Figura 10 - Circuito Elétrico

I A I
» .
L
§5 O Q znuo §m Q
L I
+ 1= +17 -
sov 2 Sov

Fonte: Anton e Rorres (2012, p. 77).

Os autores utilizam a lei das correntes e das tensbes de Kirchhoff para
encontrar as trés equacdes necessarias. O sistema esta representado em sua forma
matricial na equacéo (26).

5 0 20\ /h 50
0 10 20) I, =<—30 (26)
5 —10 0/ \I 80

2.3.5 Equilibrio de equacgbes quimicas

Anton e Rorres (2012, p.80) desenvolvem em sua bibliografia um exemplo que
tem como objetivo encontrar os coeficientes de equilibrio de uma equacéo quimica,
tema relacionado, por exemplo, com o estudo de materiais de construcdo de
Engenharia Civil. Os coeficientes sdo nomeados por x4, x,, x5 € x,, conforme a Figura
11.

Figura 11 - Equacéo quimica.

x, (HC]) + x, (Na,PO,) — x; (H,PO,) + x, (NaCl)

Fonte: Anton e Rorres (2012, p. 80).
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Os autores igualam o nimero de atomos de cada tipo e obtém o sistema linear

(27).
1 0 -3 0 X1 0
1 0 0 —=1\{[x2)_1|o0
0 3 0 —-1])lx3] \o 27)
01 -1 0 X4 0

2.4 RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES POR FATORACAO QR

Farias, Konzen e Souza (2020, p.89) afirmam que a ideia da FATORACAO
QR é transformar o sistema Ax = b em um novo, onde podemos escrever a matriz A,
cujas linhas sao linearmente independentes, na forma A = QR, sendo R uma matriz
triangular superior invertivel (sua diagonal principal deve conter apenas termos nao-
nulos) e Q uma matriz constituida por colunas que formam um conjunto ortonormal.
Matrizes cujas colunas formam um conjunto ortonormal recebem o nome de matrizes
ortogonais que tem, entre outras, as caracteristicas de que sua inversa é igual a sua
transposta e seu determinante tem valor unitario, em maodulo.

As matrizes Q e R podem ser encontradas pelo processo de ortogonalizacao
de Gram-Schmidt. Este processo “é um algoritmo para obter uma base ortogonal (ou
ortonormal) a partir de uma base qualquer”’, (FARIAS, KONZEN E SOUZA, 2020,
P.85).

Os autores definem que “uma matriz ortogonal € uma matriz sempre invertivel
e sua inversa é dada pela sua transposta.”

Segundo 0s mesmos autores, 0 método sera exemplificado a seguir para um

sistema de ordem genérica n, Ax = b, apresentado na equacao (28).

ay1 Qi o Qg X1 by
a:21 a:22 eee a:2n X:z _ b:Z (2 8)
An1 Am2 " Gmn Xn b,
Além disso, a matriz Q é apresentada na equacao (29).
di1 44, ° Gin
o= = T (29)
An1 Amz " A

Os termos da matriz Q (g1, g1 € assim sucessivamente), sdo obtidos por meio
da divisdo dos termos da matriz Z, que sera explicada abaixo, por sua norma

euclidiana, denotada pela equacao (30).
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> =

G, =L G, =2 .. G =
T= Tz 27 iz T I (30)

Zq ||2n||

E importante ressaltar que g, g,, -, g, SA0 vetores-coluna da matriz Q, ou
T _ o T _ . - A
seja, g1 = (q11, 921, 9m1), G2 = (G12, 922, . Gm2) € @SSIM sucessivamente até

> T
Gn = (G120 » Gmn) -
Além disso, a matriz Z é apresentada na equacao (31).

Z11 Z12  t Zyp
Zy1  Zyy v oy

Z=|"" : X (31)
Zmi Zm2 " Zmn

Os termos da matriz Z sdo encontrados pela equagéo (32).

- - <djz;> <djZ;> <d;Zj_1> S

e (32)

<Z3,Z> 22 <Zj_1,Zj_1> j-1
Onde:
j é o contador que representa o identificador da coluna da matriz;
< d;,Z; > é o produto interno entre o vetor d; = (a,j,azj,",ay;)" € O vetor Z; =
(21, 22j,,2m;)", definido pela equagéo (33).
< dj,Z; >=(a4j.21 + Qpj. Zpj + -+ Qpj Zinj) (33)

Sendo definida pela equacao (34).

5] = @) + (@) + -+ (o))’

E importante ressaltar que Z;, Z,, .-, Z, S&0 vetores-coluna da matriz Z, ou

%]

(34)

. > T > T . . z
seja, z; = (Z11, 221,y Zm1)s Z2 = (Z12,Z22,**, Zmz2) € @SSIM sucessivamente até

T
Zn = (Zin) Zan> """ Zmn) -

Para encontrar a matriz R, temos que A = QR. Logo, R = Q"1A. Além disso,
utiliza-se a ortogonalidade, que é representada pela equacéo (35).

Q=07 (35)

Sendo assim, para o exemplo descrito anteriormente, tem-se a equagao (36).

ajip A o Qy di1 49y, 7 qin

R=aQr=|® 2 7 G (M G A (36)

n1 Amz " Amn Q1 9m2 " 9pn
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Como a premissa do método é desenvolver A = QR, podemos reescrever o
sistema Ax =b como QRx =b ou até mesmo Rx = Q~'b. Resolve-se, portanto,
Qb =ye,porfim Rx =y.

Uma das vantagens da fatoracdo QR é a mesma encontrada na resolucao de
sistemas lineares por fatoracdo LU que, de acordo com Ruggiero e Lopes (1996),
possibilita resolver qualquer sistema linear que tenha A como matriz dos coeficientes
e, caso somente o vetor b seja alterado, a nova solugédo do sistema linear passa
somente pela resolucdo de Rx = y.

Segue um exemplo numeérico para o sistema linear Ax = b representado pela

G %G)=0) (37)

Os vetores da primeira e segunda coluna da matriz A sdo, respectivamente,

equacao (37).

d, = (1;3) ea, = (2; —5). Dessa forma, o vetor da primeira coluna da matriz Z é igual

a d,. Logo, Z; = d, = (1; 3). Para a segunda coluna utiliza-se a equacéo (38).

<(2;-5)(1;3)>

> _ (o._eNT _
z; = (2;-5) <(1;3)(1;3)>

(1;3)" (38)

Efetua-se o produto interno dos vetores e multiplica-se o vetor Z; pelo

resultado, conforme a equacéao (39).

(-13)
10

Z, = (2;-5) — (1;3) =(2;-5) - (-1,3;-3,9) = (3,3; -1,1) (39)

Deve-se calcular a norma euclidiana dos vetores Z; € Z,.

[1Z,]] = V12 + 32 = 3,162 ; ||Z,]| = /(3.3)2 + (-1,1)* = 3,478 (40)

Para calcular os termos da matriz Q divide-se Z; e Z, por suas normas

euclidianas.

G, =22 = (0,316;0,950) ; G, = 221D = (0,950 ; —0,316) (41)

3,162 3,478

Dessa forma, tem-se todos os termos da matriz Q, representada pela equacéo

(42).
0,316 0,950
= (950 —0316) (42)
Para calcular a matriz R, utiliza-se a equacgao (43).
0,316 0,950\,1 2 3,166 —4,118
J— T J— 4 ) — ) )
R=0"A=(go50 —om6)3 —5)=("0  T3480) @3

Para determinar a matriz y, faz-se Qb = y, apresentado na equacao (44).
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Y= (8:3;8 —0(,)(,3;106) ' (i) - (35,213886) (44)
Por fim, tem-se Rx = y, apresentado na equagao (45).
(0" ae0)-(a) = (5ase) (45)

Para facilitar a compreensao para determinar os valores de x, representa-se

as equacdes do sistema nas equacdes (46) e (47).
{3,116x1 —4,118x, = 5,28 (46)
0x; + 3,48x, = 3,486 47)

Resolve-se a equacéo (47), cujo resultado esta na equacao (48).

=32% _ 1,002 (48)

2 7 3480
Substitui-se o valor de x, na equacao (46) e encontra-se o valor de x;
(equacéao (49)).
9398

222 =301 (49)

X, = =
17 3116

Dessa forma, a solugéo do sistema acima é x = (1,002; 3,01)7.

2.5 RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES PELO METODO S.O.R

O METODO S.O.R (SUCCESSIVE OVER RELAXATION) é um método
numeérico para resolucdo de sistemas lineares desenvolvido a partir do método de
Gauss-Seidel. Wandresen (1980, p. 89) afirma que o METODO S.O.R “é o Método de
“Gauss-Seidel extrapolado”, ou seja, acelerado pelo fator de relaxacao w.

Wandresen (1980) acrescenta que, para facilitar a escolha de valores para w,
deve-se levar em consideracao dois teoremas: o teorema de Kahan, que afirma que,
se cada termo da diagonal da matriz dos coeficientes A for ndo-nulo (a;; # 0 para todo
valor de i), 0 método converge apenas para 0 < w < 2, e 0 teorema desenvolvido por
Ostrowski (1954), citado por Wandresen (1980), que define que, para um sistema de
equacodes lineares cuja matriz dos coeficientes A € positiva definida, ha certeza de
convergéncia do método para o intervalo 0 < w < 2, qualquer que seja a aproximacao
inicial de x.

Schmidt (2012) afirma que o S.O.R € excelente para acelerar a convergéncia
na resolucdo de sistemas de equacdes lineares. Porém, 0 mesmo autor acrescenta

gue o fato de os teoremas existentes serem aplicaveis apenas a um grupo especifico



36

de sistemas de equac0es lineares, gera dificuldade de obter o melhor valor para o
parametro de relaxacdo para qualquer sistema de equacdes ndo enquadrado nos
teoremas e, além disso, ndo garante convergéncia para qualquer matriz 4, o que torna
0 método ndo muito utilizado.
Franco (2006) afirma que uma matriz real simétrica A, n x n, € positiva definida
se todos os seus menores principais lideres (determinantes das submatrizes de A,
constituidas retirando as k ultimas linhas e k ultimas colunas, para k=n—1,n —
2,+--+,1,0.), sdo positivos. Para maior compreensao, segue-se a verificacdo sobre se a
matriz da equacéo (50) é positiva definida ou néo.
1 8 12
F = [8 2 1] (50)
12 1 12
Os menores principais lideres de F, para k=2, k=1 e k=0, respectivamente,

estdo na equacéao (51).

1, det([é g]),detqfl; g 112D (51)

12 1 12

1 8
8 2

Além disso, Wandresen (1980) conclui que, para w = 1, o0 método se torna

Como det ([ ) < 0, a matriz F ndo € positiva definida.

idéntico ao Método de Gauss-Seidel.
Schmidt (2012) compara o Método Gauss-Seidel com o Método S.O.R. No
Método de Gauss-Seidel, cada iteracdo utiliza o valor mais atual de x, e sua relagéo

€ dada pela equacao (52).

i—-1 n
1
k k k—1
1 = — b= )y - z ax D (52)
u j=1 j=it1

Segundo o mesmo autor, 0 Método S.0O.R é um melhoramento do método de

Gauss-Seidel, onde o termo w acelera a convergéncia. Sua formula de recorréncia,

(0)

partindo de valores x; ', € deduzida de acordo com a equagao (53).

n

-1
x® = (1- w)x(k Y +— (k) agx*Y 53
i Ljry

j=i+1
Onde:

i é o indice referente a solugéo x, igual a 1 até a ordem do sistema;
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n é a ordem do sistema;
k € o indice referente a iteragao;
a;j € o valor de cada elemento da matriz 4;
b; € o valor de cada elemento do vetor B;
j é o contador;
w € 0 parametro de relaxacéo.
Nota-se, pela equacao (53), que o parametro de relaxacao nao pode ser nulo,
pois levaria infinitamente a solugédo da proxima iteragcdo ser igual a da iteracao anterior.
Além disso, o autor declara que, se a matriz dos coeficientes A for simétrica
positiva definida e tridiagonal (uma matriz quadrada que possui elementos diferentes
de zero apenas na diagonal principal e nas diagonais secundarias acima e abaixo da

diagonal principal), a opcéo 6tima para w € dada pela equacao (54).
2

W =——
1+ /1—[p( T;)?

Para encontrar p( T; ), deve-se encontrar o det(T; — Al) = 0, sendo a matriz

(54)

Al definida pela equacéo (55), para um exemplo de ordem 3.

A 0 0
Al=10 A 0) (55)
0 0 A
O mesmo autor define T;, na equagao (56).
Ty =D (L +U) (56)

Para compreender as matrizes D, L e U, devemos revisar 0s conceitos de
Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel. Para o sistema linear Ax = b, Wandresen (1980) define

as matrizes D, L e U, pelas equacgdes (57), (58) e (59), respectivamente.

0,sei #j;

D=(ay) = {4 01 <} (57)
0,sei<j;

L= (aij) - {aij,se i >]’ (58)
0,sei>j;

U= (aij) - {aij,se i <]’ (59)

Segue um exemplo numérico, encontrado na bibliografia de Schmidt (2012),
com matriz A simétrica positiva tridiagonal. Seja um sistema linear descrito pela

equacao (60).
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9 4 0\ /% 20
(+ 5 =1)(=)-(z) (60)
0 -1 9/ \x3 51

Para determinar o parametro w deve-se, primeiramente, calcular T;. Para o

exemplo acima, define-se as matrizes D, L e U na equacao (61).

0 4 0 0 0 O
L=(0 0 —-1]eUu=[4 0 o (61)
0 0 0 0 -1 0

D™l =

o S vlr
S vk O©
olr O o

Sendo assim, obtém-se na equacéao (62).

1
20 0
/9 \I 0 4 0 0 0 0
|.[<0 0 —1)+<4 0 0)] (62)
00 0 0 —1 0

T; = I 0 0
Efetua-se L + U e multiplica-se o resultado por D! (equacéo (63)).

o V|lkmk O

oo 3/

! 0 0 0 * 0
9 9
1 0 4 0 4 1
=0 - 0f{4 0 —-1|=|= 0 — (63)
9 0 -1 0 9 9
00 - 0 1
9 9
Para encontrar p( T; ) 0 primeiro passo é calcular T; — Al , conforme equagéo
(64).
0 2 0 -2 2 0
4 ° -1 A 00 4 ’ -1
G-A=|5 0 &= 8 3 2 =15 —* < (64)
0o = 0 = -2
9 9

Sendo assim, calcula-se o determinante e iguala-se a zero pela equacgéao (65),

com o resultado na equacéo (66).

1722
81

A% + 0 (65)

A= (66)

N

Por fim, aplica p( Tj) = g na equacédo (54) para encontrar o parametro de

relaxacao w.
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w = = 1,058823529 (67)

1+ 1—[@]2

Dessa forma, utiliza-se w = 1,058823529 na equacéo (53) e encontra-se a
seguinte relag&o de recorréncia representada pelas equagdes (68) a (70), para cada
iteracao k.

k-1 1,058823529
(-0 2050023529

x% = (0,058823529)x! (20 — 4xY) (68)

1,058823529

x5 = (0,058823529)x Y + (12 — 4x) 4 {7y (69)

x:gk) — (0,058823529)x§k—1) + 1,058823529

(51 + 2 (70)
A solucao esté na Figura 12.

Figura 12 - Solucédo do exemplo pelo Método S.O.R

[TERACAO[ [ B EREOREL o |
1 [2.352888888888889 (0.3045161086419753/[6.035691295092236 (100 |
2 [2.0712405085199452((1.1292135796518505|[5. 777813722752508 |[73.03290412643982 |
3 1.6997171300388585(/1.2252141504620027|[5.804270857825394 |[21.85795341561293 |
4 |L.676386969416307 ||1.2336605069963636 5.803708845205196 |1.3916930307967479 |
5 [1.6737841151725597([1.2343225889357616([5.803819781809177 [0.15550716607672818 |
l6 |I1_6?‘36Ld6019344382“1_2343?1302390812?1I3_803818989604“ 0.009471247209431244 |
7 1.6736119990622378][1.2343747460599266/(3.803819441314411 [[0.0008127864886274778

g 1.6736111783981404][1.2343749828996646)[3.8038194426167315([0.00004903552915621887
9 |L.6736111152016717|1.2343749988655528/[5 80381944441845) |0.00000377605455357851|
[10 [1.6736111114044319(1.2343749999256173|[3 803819444437222 |[2.2688902039485625¢-7 |
11 1.6736111111288667 [|1.2343749999951688|[5.803819444444301 |[1.6465302150585325¢-8 |
[12 [1.6736111111123406 [[1.2343749999996885(5.803819444444416 |[9.87452443463400¢-10 |

Fonte: Elaborado pelo autor (2021) com base nas equagdes (68) a (72)

Além disso, para entender o calculo do erro relativo utilizado pelo autor, deve-
se compreender a definicdo de norma vetorial. A norma vetorial para um vetor

qualquer v de n linhas, é definido pela equacgéo (71).

(71)

O erro relativo empregado pelo autor esta representado na equacao (72).
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Erro relativo 1 = ||x(k)|| =

(72)

Para o exemplo tratado, com solucdo inicial x(0)=(0,0,0), na Tabela 1,
Schimidt (2012) compara os métodos S.O.R (Figura 12), Gauss-Seidel e Gauss-
Jacobi e conclui que, para uma tolerancia de 10719, os resultados obtidos pelo método

S.0O.R exigiram menos iteracdes.

Tabela 1- Comparacg&o do nimero de iteraces alcancadas pelos METODOS S.O.R,

Gauss-Seidel e Gauss-Jacobi, na resolucéo do sistema (60) por Schmidt (2012).

Método SO.R Gauss-Seidel Gauss-Jacobi
IteracOes 12 18 31

Fonte: Elaborado pelo autor (2021) com base na bibliografia de Schmidt (2012)

2.6 RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES PELO METODO DOS GRADIENTES
CONJUGADOS

Conforme Santos (2008), o método dos GRADIENTES CONJUGADOS

representa um meétodo de relaxacédo iterativo que tem como premissa substituir o

processo de encontrar a solucdo do sistema Ax = b pelo problema de encontrar o
. e ~ .- 1
ponto minimizador da func&o auxiliadora f(x) = ExTAx —bTx.

Porém, Franco (2006, p. 168) cita que, para entender o motivo da escolha da
funcdo auxiliadora, se faz necessario a compreensao de alguns conceitos que sdo a
base do método. Tais conceitos estdo descritos na sequéncia.

O primeiro conceito é que, para uma funcédo y = f(x), o valor de x, onde
f'(xy) = 0 recebe 0 nome de ponto estacionario. Além disso, para entender se este
ponto € de minimo, maximo ou de inflexdo, deve-se calcular a derivada a segunda da
funcdo. Dessa forma, se f''(x,) > 0, 0 ponto x, € ponto de minimo; se f''(x,) < 0, 0
ponto x, € ponto de maximo e, para f''(x,) = 0, 0 ponto x, é ponto de inflexao.

Do célculo, sabe-se que o gradiente de uma funcéo Vf(x) é um vetor que
indica o sentido e a direcdo na qual a funcdo apresenta o maior valor possivel. O

gradiente de uma funcdo y com n variaveis, ou seja y = f(xq,x2,**, %), Onde 0
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gradiente de f é simbolizado por Vf(x), é definido conforme a equacgéo (73), sendo que

f'(x,) é a derivada parcial de f em relagéo a x; e assim sucessivamente até f'(x,,).

V) = Gl (73)
Dessa forma, “o ponto P = (x;, x,,*,%,)T em que Vf(x) = 0 recebe o nome
de ponto estacionario da funcéo f.”
Para saber se o ponto € de minimo, maximo ou de inflexdo, deve-se calcular

as derivadas parciais de 22 (segunda) ordem, expressas na equacgao (74).

aZf aZf aZf
0x?  0x,0x, " 9x,0x,
0% f 0% f 0%f
AP) =| dxp0x, 0x2  0x,0x, (74)
0% f 0% f 0%f
0x,0x; 0x,0x, O_xrzl

Se a matriz A for positiva definida, ou seja, x’Ax > 0 para todo vetor x # 0,

P é ponto de minimo. Dessa forma, para que o processo de solucéo do sistema Ax =
b seja substituido por encontrar o ponto minimizador da funcéo f(x) = %xTAx — bTx,

a matriz A deve ser positiva definida.
Apos definidos os conceitos matematicos pertinentes apresentados, Franco
(2006) faz a deducéo do Método dos Gradientes Conjugados conforme o que segue.
Por se tratar de um método iterativo, ele parte de um sistema Ax — b # 0, onde
a solucdo x para o sistema Ax = b é encontrada por meio de uma sequéncia de
iteracdes k Essa perturbacéo entre o vetor b e o valor atualizado de Ax® recebe o
nome de residuo. A primeira iteracdo do Métodos dos Gradientes Conjugados é
expressa pelas equacdes (75), (76), (77), (78) e (79).
r=1 = gx*k-1 —p (75)
Para diminuir o residuo definido pela equacgéo (75), indica-se uma direcéo a
ser seguida para corrigir os novos valores de x®). Como o objetivo é minimizar a
funcéo, adota-se a direcédo oposta ao Vf (x) como direcdo a ser seguida.
—Vf(x®) = Ax*-D — p = (=) (76)
Santos (2008) afirma que obtém-se uma sequéncia de valores de x que
convergem para a solugéo do sistema Ax = b, definida pela equacgéo (77).
20 = x (=D _ g (kD) = yk=1) 4 (D) (77)
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Para regular o tamanho dos passos, adota-se o parametro « (equacao (78)).
2 = =D — g VF(x®D) = x=D g D) (78)

Onde a, de acordo com Santos (2008), € calculado pela equacéo (79).

_ (r(o))Tr(O)
Ak-1) = GOy 247 ® (79)

Andretta e Toledo (2012) completam que o grande diferencial do método é a
escolha de n direcdes linearmente independentes (d®,d®,---,d™) e, por meio da
minimizagédo da fungdo em cada uma das dire¢bes separadamente, construir uma
sequéncia de aproximacgfes que forneca o minimo da funcdo auxiliadora apos n
passos, para um sistema de ordem igual a n.

Conforme Andretta e Toledo (2012), para k=1, adota-se d¥ = — r(®_ Porém,
nas demais iteracoes, faz-se a combinacéo linear do residuo e da direcdo adotada na
iteracdo anterior, definida pela equacdo (80), sendo [, chamado parametro

regularizador, calculado pela equacao (81).

d) = —pk-1) ¢ ﬁ(k—1)d(k_1) (80)
rk=DT . (k-1)
P = oo (81)

Para calcular os préximos valores de x, tem-se a equacao (82).
x(F) = 5 (k=1) 4 y(k)d(k) (82)
Onde:
k € o indice referente a iteracao;
y € 0 parametro utilizado para regular o tamanho dos passos na equacéo (83) abaixo;
d é a direcdo de minimizacdo da funcao auxiliadora.
As mesmas autoras afirmam que y, € calculado pela equacao (83).

=0T (k-1)

a®T 4q0k) (83)

Y =

Para definir o critério de parada do método, Andretta e Toledo (2012)
comparam erros relativos com um erro relativo alvo. As autoras adotam trés erros
relativos que partem da norma euclidiana definida pela equacdo (70). O primeiro,

segundo e terceiro tipo de erro relativo estao representados nas equacoes (84), (85)

Erro relativo 1 = ||r(k_1)|| = /Z?zl T(Zk_l) (84)

e (86), respectivamente.
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n

Erro relativo 2 = ||x(k) — x(k_1)|| = E(x(k) — X(k-1))° (85)

=1

i=1

n n
Erro relativo 3 = (||x(k) — x(k_1)||)/ ||x(k)|| = ( Z(x(k) — x(k_l))z)/ <Z x(zk)> (86)
i=1

Para a verificagédo do erro, vale o menor valor entre os trés tipos calculados.
Além disso, repete-se as iteracfes até que o erro relativo calculado seja menor que a
tolerancia estabelecida e/ou alcance o numero maximo de iteracdes, que também é
estabelecido previamente.

Andretta e Toledo (2012) apresentam, em sua bibliografia, um exemplo

numerico para o sistema linear Ax=b, descrito pela equacao (87).

10 1 0\ /% 11
(110 1)(=)-(u) @
0 1 10/ \x3 1

As autoras adotam a solucdo inicial x, = (0,0,0)T e estabelecem tolerancia

de 1072. Para k=1, tem-se o r° descrito pela equacio (88).

10 1 0 0 11 -11
r@ = < 1 10 1 ).(o) — (11) = (—11) (88)
0 1 10/ \o 1 -1

O préximo passo é calcular o Erro relativo 1 descrito pela equacéo (84).

Errorelativo 1 = \/(=11)2 + (—11)%2 + (—-1)2 = 15,58 (89)
Dessa forma, deve-se prosseguir. Calcula-se o parametro a pela equacéo
(79).
-11
(-11 -11 —1)(—11) 243
a = T\ = 2e0s = 0,0902 (90)
(-11 -11 —1)(1 10 1)(—11)
0 1 10 -1
Além disso, para k=1, tem-se d, = —#,.

Dessa forma, o valor de x é dado pela equagéo (91).

0 -11 0,9922
x® = (0) —0,0902 (—11) = (0,9922) (91)
0 -1 0,0902

Calcula-se os erros relativos 2 e 3, de acordo com as equacdes (92) e (93).

Erro relativo 2 = /0,99222 + 0,99222 + 0,0902% = 1,4060 (92)
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. 0,99222+0,99222+0,09022
Erro relativo 3 = v =1 (93)
1/0,9922240,99222+0,09022

Como os erros relativos sdo maiores que o erro relativo alvo, atualiza-se o

10 1 0\ /09922 11 —0,0858
r® = ( 1 10 1 ).(0,9922) — (11) = ( 0,0044 ) (94)
0 1 10/ \0,9922 1 0,8942

O proximo passo é calcular o Erro relativo 1 descrito pela equacéo (95).

residuo.

Errorelativo 1 = \/(—0,0858)2 + (0,0044)% + (0,8942)? = 0,89832 (95)
Como o erro relativo é maior que o erro relativo alvo, para k = 2, calcula-se o

parametro B pela equacao (81).

-0,0858
(-0,0858 —0,0044 0,8942)< 0,0044)
0,8942 __ 0,807
(‘11> T 243
(=11 -11 -1){-11
-1

Bty = 0,00332 (96)

Sendo assim, calcula-se d® (equagéo (97)), sendo o parametro y, obtido
pela equacao (98).
0,0858 11 0,1221
d® = (—0,0044) +0,00332 (11) = ( 0,0319 ) (97)
—0,8942 1 —0,8909

—0,0858
(—0,0858 —0,0044 0,8942)( 0,0044 )
0,8942

Yo = 10 1 0/ 01221
(0,1221 10,0319 -0,8909) < 1 10 1 )( 0,0319 )
0 1 10/ \-0,8909
Calcula-se os valores de x® (equac&o (99)).
0,9922 0,1221 1,0044
x®@ = (0,9922) + 0,1003( 0,0319 ) = (0,9954) (99)
0,9922 —0,8909 0,0008
Calcula-se os erros relativos 2 e 3, de acordo com as equagdes (100) e (101).

=0,1003 (98)

Erro relativo 2 = 1/0,01222 + 0,00322 + (—0,0894)% = 0,0902 (100)

. 0,01222+0,00322+(—0,0894)2
Errorelativo3 = ¥ (oY — 10,0637 (101)
V/1,00442+40,9954240,0008

Dessa forma, para k=3 calcula-se os novos valores do residuo (equacao
(102)).

10 1 0 0,1221 —0,0858 0,0399
r® = ( 1 10 1 )( 0,0319 ) - < 0,0044 ) = (—0,0407> (102)

0 1 10 —0,8909 0,8942 0,0038
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Sendo assim, Erro relativo 1 = ||r(2)|| = 0,0571. Portanto, para k=3 tem-se

0 parametro S pela equacao (103).

0,0399
(0,0399 -0,0407 0,0038)( —0,0407
0,0038 __0,00326

B-1) = 200858, = pocy = 0,004 (103)
(—-0,0858 0,0044 0,8942)( 0,0044) ’
0,8942
Atualiza-se a direcdo d®) (equacéo (104)).
—0,0399 0,1221 —0,0394
d® = ( 0,0407 >+ 0,004( 0,0319 > = ( 0,0406 > (104)
—0,0038 —0,8909 —0,0076
Encontra-se o parametro y, (equagao (105)).
0,0399
(0,0399 —0,0407 0,0038) (—0,0407>
0,0038
V) = 01 o\ /00394 = 1128 (105)
(—0,0394 0,0406 —0,0076)( 1 10 1 )( 0,0406 )
0 1 10/ \-0,0076
Dessa forma, tem-se o valor de x (equacéao (106)).
1,0044 —0,0394 1
x®) = (0,9954) + 0,1128( 0,0406 ) = (1) (106)
0,0008 —0,0076 0

Para finalizar, calcula-se os erros relativos 2 e 3 (equagdes (107) e (108)).

Erro relativo 2 = \/(—0,0044)2 + 0,00462 + (—0,0008)% = 0,00641 (107)

/(~0,0044)2+0,00462+(—0,0008)?
V12412407

Como 0,00465 < 0,01 a solucéo do sistemaéx; =1,x, =1ex; =0.

Erro relativo 3 = = 0,00453 (108)

Dessa forma, encerra-se aqui a fundamentagéo teérica referente aos trés
métodos desenvolvidos neste trabalho e se faz, no proximo item, uma breve
apresentacao sobre as tecnologias de programacéo para a Web, empregadas neste

trabalho para implementar programas referentes aos métodos e calculos citados.

2.7 PROGRAMAGAO DE PAGINAS WEB

Considerando o0s obijetivos especificos anunciados quanto a implementar
rotinas computacionais para emissao de relatoérios envolvendo memorial de célculo, a
teoria e todo o raciocinio utilizado nos métodos, bem como a disponibilizacdo de
modulos de programa on-line para auxiliar alunos, professores e profissionais no

estudo dos meétodos utilizados, faz-se necessario langcar mado do emprego de
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tecnologias para programacao de paginas dinamicas para a Web. Neste contexto,
mostra-se imprescindivel oferecer suporte a apresentacéo de informacdes e também
a implementacéo de rotinas associadas ao tratamento de eventos provocados pelos
usuérios nas interfaces gréaficas, como cliques com botdes, e realizagdo dos computos
requeridos. Assim as tecnologias HTML (Hyper Text Markup Language — Linguagem
de Marcacao de Hipertexto) e JavaScript foram estudadas, exploradas e aplicadas.

Esta subsecao apresenta informagdes fundamentais sobre elas.

2.7.1 HTML

Flatschart (2011, p. 21) declara que “HTML ¢é a principal linguagem utilizada
na Web” para criar documentos digitais a partir da definicdo de elementos textuais
(titulo, paragrafos, listas, links e tabelas) e outros que possibilitam a inclusdo de midias
digitais, como por exemplo, videos.

Segundo Lemay (2002, p.49), as paginas Web (documentos que podem ser
visualizados através de navegadores Web) escritas em HTML, sdo arquivos em texto
gue ndo contém qualquer particularidade de algum programa ou navegador, qualquer
editor que suporte textos pode ler os codigos. Além disso, a autora destaca que alguns
navegadores e sistemas operacionais podem usar estilos de fontes diferentes uns dos
outros. A pagina projetada pode parecer perfeita no seu navegador, mas em outro
navegador esta podera ser apresentada de forma diferente.

A mesma autora completa que “os arquivos em HTML contém o texto da
prépria pagina e as tags que sao responsaveis por indicar elementos de pagina,
estrutura, formatacao e links de hipertexto[...]”, ou seja, o HTML é uma linguagem para
a descricao da estrutura de um documento e ndo sua verdadeira apresentacéo, “o
HTML ndo diz nada sobre qual ser4 a aparéncia de uma pagina quando ela for
visualizada. As tags HTML simplesmente indicam que um elemento é um cabecalho
ou uma lista[...]".

Além disso, ndo € possivel criar tags para novas aparéncias, sendo que o
HTML possui um conjunto de tags definido para ser utilizado. As tags HTML séo
representadas por duplas de comandos de marcacéo que determinam o inicio e o final
de aplicacdo de um recurso de formagdo como tamanho de fontes, definicdo de
paragrafo, entre outros. Lemay (2002, p. 49) prové um exemplo de tags de inicio e fim

para paragrafos, descritas como “<p>” e “</p>", respectivamente. Segurado (2016)
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descreve que a primeira tag utilizada em qualquer pagina HTML é <html>, pois tem
funcdo de indicar que sera utilizada essa linguagem. Logo, todos os comandos
deveréo estar entre as tags <html> e </html>.

Lemay (2002, p. 51) explica como criar uma pagina Web simples utilizando
html. Basta copiar o codigo descrito na Figura 13 em qualquer editor de texto e salva-
lo em extensdo .html. A autora sugere utilizar nomes pequenos e simples, sem

caracteres especiais ou acentuados.

Figura 13 - Exemplo de cddigo para pagina Web.

<!DOCTYPE html PUBLIC "-//W3C//DTD XHTML 1.0 Transitional//EN"
"http://www.w3.0org/TR/xhtm11/DTD/transitional.dtd">

<html>

<head>

<title>Minha Pdagina HTML de Amostra</title>
</head>

<body>

<hl>Esta & uma Pagina HTML </hl>

</body>

</html>

Fonte: Lemay (2002, p. 51).

Para visualizar os resultados, basta abrir seu arquivo utilizando um navegador
(pode ser offline). Caso o seu programa esteja faltando alguma parte, ndo é
necessario sair do navegador para modifica-lo, basta utilizar seu editor para fazer as
correcdes, salvar o arquivo e, em sequéncia, retornar para o navegador e atualizar a

pagina. O resultado dos cédigos da Figura 13 pode ser observado na Figura 14.

Figura 14 - Exemplo de Pagina Web.

D Minha Pigina HTML de Amestra - Micreseft Internat xplorer

& M Mabeor Bouks WETMUSSTM | Taste Mol v J

Esta ¢ uma Pagina HTML

Mew, cvged ahr
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Fonte: Lemay (2002, p. 53).

Porém, a HTML apresenta algumas limitacdes, como por exemplo ndo permite
a criacao de tags de formatagcdo adicionais e nao permite criar interatividade com o
usuario. Para contornar essa limitacdo, outras tecnologias podem ser empregadas em
conjunto, como o PHP (Hypertext Preprocessor) e o JavaScript (secao 2.7.2) para

adicionar maior interatividade com o usuario.

2.7.2 Javascript

Apesar do nome ser similar ao Java, JavaScript e Java sao linguagens
completamente diferentes. Segurado (2016, p. 67) pontua que “JavaScript é
considerada uma linguagem de alto nivel, dindmica e conveniente” e que “ndo é
preciso ir muito longe para entender que € uma das linguagens de programacao mais
importantes da atualidade e uma das tecnologias que todo desenvolvedor Web deve
conhecer”. Flatschart (2011, p. 23) acrescenta que “mesmo quem nao & programador
€ capaz de inserir fragmentos de cédigo JavaScript no HTML”.

Para Segurado (2016, p. 67), o primeiro passo para compreender JavaScript
€ estudar a estrutura léxica, que nada mais € do que um conjunto de regras que guiam
a escrita nessa linguagem. Essa estrutura detalha como sdo as variaveis e 0s
caracteres delimitadores para comentarios. Além disso, 0 autor acrescenta que 0s
espacos em branco séo desconsiderados.

A linguagem JavaScript apresenta identificadores proprios, conhecidos como
palavras reservadas. Segurado (2016, p. 69) organiza essas palavras em um quadro,

representado na Figura 15.

Figura 15 — Palavras reservadas para a programacéo em linguagem JavaScript.

Break delete function return typeof
Case do if switch var
Catch else in this void
Continue false instanceaf | trhow while
Debugger finally new true with
Default for nul try

Fonte: Segurado (2016, p. 69).
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O mesmo autor afirma que € possivel realizar opera¢des mais complexas, por
meio de um conjunto de fun¢Bes definidas em objetos embutidos ou em bibliotecas. A
Figura 16 apresenta alguns exemplos de propriedade e métodos associados a

fungcdes matematicas, disponiveis no objeto embutido “Math.”.

Figura 16- Algumas propriedades Math.

Math.log (10) // Logaritmo natural de 10

Math.pow (3, 1/3) | //Araizcibicade3

Math.PI /' m: circunferéncia de um circulo/diametro
Math.E // e:a base do legaritmo natural
Math.sqrt (3) // A raiz quadrada de 3

Math.exp (3) /f Math.E ao cubo

Fonte: Segurado (2016, p. 72).

Além disso, o autor afirma que as instru¢des na linguagem JavaScript podem
ser classificadas como condicionais, lacos e saltos. As condicionais, if e switch por
exemplo, estabelecem condi¢cdes e o interpretador pode continuar executando o
programa ou ignorar as instrugdes seguintes, dependendo das condi¢des. Os lagos,
como por exemplo o while, s&o as que efetuam instrucdes repetidas vezes. Os saltos,
como por exemplo o return e o break, pulam um pedaco do codigo, dependendo dos

valores encontrados.

2.7.3 Otimizagéo de algoritmos
Durante o desenvolvimento deste trabalho, foram utilizadas algumas técnicas
de otimizacdo dos algoritmos, como modularizagdes, uso de fungdes, sub-rotinas e

bibliotecas de funcdes.

Leme (2015, p. 61) descreve a modularizagdo como um “procedimento de
programacao em que o sistema ou software é dividido em partes separadas, onde 0s
modulos irdo operar separadamente, porém de modo simultdneo”. A Figura 17

exemplifica essa definicao.
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Figura 17- Esquema da modularizacéo de algoritmos.

Y

Primeiro: maodulo Primeiro;

A

fimmoédulo;

=
Seqgundo; '  modulo Sequndo;

A

fimmodulo;

Fonte: Forbellone e Eberspacher (2005, p.133), citado por Leme (2015, p. 61).

Além disso, “existem varias fungbes preestabelecidas em cada linguagem,
todas com a finalidade de realizar uma operagao especifica ja conhecida.” Leme
(2015, p.62). Como por exemplo, a funcdo para multiplicar nimeros por 2, descrita

pela Figura 18.

Figura 18 - Funcdo Exemplo

Fonte: Leme (2015, p. 65).

Uma sub-rotina é uma forma fundamental de se implementar a modularizagéo.
De acordo com Ascencio e Veneruchi (2012, p. 230) o codigo de uma sub-rotina pode
ser utilizado varias vezes e, para executa-la basta chama-la em seu programa

principal. A Figura 19 expressa um exemplo apresentado pelas mesmas autoras.
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Figura 19 - Exemplo de sub-rotina.

ALGORITMO
2 DECLARE sal NUMERICO
LEIA sal
4 aum « calculo (sal)
5 novo sal « sal + aum
6 ESCREVA "Novo salério é", novo sal
7 FIM ALGORITMO
8 SUB-ROTINA calculo (sal NUMERICO)
9 DECLARE perc, valor NUMERICO
10 LEIA pexc
11 valor ¢« sal * perc / 100
2 RETORNE valor
13 FIM SUB ROTINA calculo

Fonte: Ascencio e Veneruchi (2012, p. 230)

Considerando a Figura 19, o programa principal (localizado entre as linhas 1
e 7) é executado linearmente até a linha 4, onde chama a sub-rotina (localizada entre
as linhas 8 e 13). O programa principal fica suspenso e a sub-rotina € executada até
a linha 13 e, em seguida, volta para o programa principal exatamente na linha que

ocorreu a chamada (linha 4). Apds isso, o programa é executado até a linha 7.

As bibliotecas de fungdes, por sua vez, sdo arquivos que apresentam
conjuntos de fungdes, sub-rotinas e modularizagbes que podem ser inseridas em
programas. Elas sdo importantes pois o programador ndo precisa criar o cédigo desde
o inicio. Caso algum programador ja tenha desenvolvido a tarefa, pode-se agilizar todo

0 processo de programacao.

2.8 SOFTWARES PARA CALCULO DE SISTEMAS LINEARES

Com o objetivo de ilustrar outras ferramentas que fazem fungdes parecidas
com as informatizacGes relatadas neste trabalho, nesta sec&o, mencionam-se
softwares para célculo de sistemas lineares bem como suas caracteristicas, dados de
entrada, dados de saida e um breve manual de utilizacdo. Utiliza-se, nesta secao, o

mesmo exemplo para os trés softwares.



2.8.1 Software Maxima

O Maxima (2021) é um software gratuito para fins matematicos utilizado para

calculo de limites, célculo de integrais, divisdo de polindmios, encontrar 0 maximo

divisor comum e minimo multiplo comum, opera¢gBes com matrizes, fungdes e outras

funcionalidades.

Ao acessar o software Maxima, tem-se a tela inicial expressa na Figura 20.

Figura 20- Tela inicial do Maxima.

W wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 84-bit edition) [ ndo salvo® ]
Arquive Editar  View Célula

v |

L}

Maxima Equagdes Matrix Calculo  Simplificar  List  Grafico  Mumérico  Ajuda

| FIE &

-

- Maths

i

Greek Letters

a

L
T
;
W

e

By 8

= om <

K A
vog
A @
Q

x

]

=0

£
3
W

Mathematical Symbols

H oa o= -

SE a4~

W - o+ ow o
FI S |

[ - TR,

O 8 wm o« B 2

|
c om o = N

Plot using Draw

20 | 3D || Expressdo
Implicit Plot | Parametric Plot
Points || Diagram title | Axis

Fill color | Grid || Accuracy

Mazxima is ready for input.

x

Contour | Plot name | Line color

Histdrico

Table of Contents

Pronto para entrada do usudric

Conforme a Figura 21, para acessar a area referente a sistemas lineares,

basta clicar na opgédo “Equacgdes (no menu superior) e, em seguida, “Resolver

sistema linear...”.

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).
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Figura 21 - Instrucdes para o0 acesso da area de sistemas lineares.

M wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (build 19043), 64-bit edition) [ ndo salvo™ |
Arquive  Editar  View Célula Maxima Equagdes  Matrix  Calcule  Simplificar  List  Grafico  Mumérico  Ajuda
= J Resolver... =
& | S
Resolver (to_polyl...
Greek Letters * i
Encontrar raiz...
a B y 8 ¢ { n 8 L
Raizes de polindmio
. kK A v I mp o . )
Raizes do polinémic (bfloat)
T U P XY ow . .
_ Raizes do polindmio (real)
raaenh =n=ziIo
Resolver sistema linear...
v Q
Resolver sisterna algébrico...
Eliminar varidvel...
Resolver EDO...
Problema de valor inicial (1)...
Problema de valor inicial (2)...
I'.'Iathemati?al oLl i Problema de valor de fronteira...
v 2 ! ¥ i & h e
3 03 = ¢ P+ s Resclver EDO com Laplace...
v n o8 8 e 3 o= 0 Valor no ponto...
r < ¢ ¢ h H ¢ Left side to the "="
V [ =2 « 2 £ 2 « Right side to the "="

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Apbs, deve-se inserir o numero de equacdes do sistema. Sera mostrado um

exemplo com trés equacdes, conforme as Figuras 22 e 23.

Figura 22- Caixa referente ao numero de equacdes.

Murmero de equagdes:

QK Cancelar

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Logo apos, aparece a caixa representada a direita na Figura 21, onde, nas
trés primeiras linhas devem-se inserir as equacoes e, na Ultima, identificar quais sédo
as variaveis do sistema.

Wk

Durante a escrita das equacdes, é importante colocar “*” entre os coeficientes

e as variaveis.
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Figura 23- Exemplo de sistema.

-

Resolver sistema linear X

Equation 1: | 2*x1-1"x2+0"x3=5

Equation 2: | -1 1+2*%2-1"x3=3

|
|
Equation 3: | 0*x1-1%x2+2"x3=4 l
|

Variaveis: [ X 1,x.2,x3|

oK Cancelar

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Apos clicar em “OK”, na caixa da Figura 23, o software fornece a solugéo do
sistema (Figura 24).

Figura 24- Solucéo do sistema.

25 15 23
x1= X2 = X3=
4 2 4

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

O software fornece apenas o resultado final e n&o a resolugéo completa.

2.8.2 Matrix calculator

Matrix calculator (2013) é uma pagina Web que atua como calculadora de
matrizes. Nela, é possivel efetuar todas as operacdes basicas envolvendo matrizes:
determinante, matriz inversa, matriz transporta, multiplicacdo, soma, subtracédo dentre
outras. A pagina também possibilita encontrar solucées de sistemas lineares pelo

método de Gauss e Gauss-Jordan.

Ao acessar a pagina, tem-se parte da tela expressa na Figura 25. Para
acessar a area referente a sistemas lineares deve-se clicar em “Solugdes de Sistemas

de Equacbes Lineares” destacado na lateral esquerda.



Figura 25- Parte da tela inicial do Matrix Calculator
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Matrix calculator

Operagdes envolvendo
matrizes v

Solugdes de Sistemas de
Equacdes Lineares
Calculadora de
determinantes

Célculo dos autovalores
préprios e vectores
proprios

|

Células
Determinante
Matriz Transposta

Multiplicar por
Matriz Diagonal

Matriz A:

d

2

|

==
Matriz Inversa
Posto
Matriz Triangular
Elevado a

2

Matriz B:

|

Células | &
Determinante
Matriz Transposta
Multiplicar por 2
Matriz Diagonal

|

+ | -
Matriz Inversa
Posto
Matriz Triangular

Elevado a

2

Teoria necessaria®

Decomposigao LU Fatoragao de Cholesky Decomposigdo LU Fatoragao de Cholesky

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Assim, aparece a tela para inserir os coeficientes das equacdes, ilustrada pela
Figura 26. Nao é necessario inserir a quantidade de equacdes previamente, sendo
qgue, para aumentar ou diminuir a quantidade de equacdes, basta clicar em “+” ou “-,
respectivamente. Para a resolucédo pode-se utilizar a Regra de Cramer, Método de la

Matriz Inversa, Método de Montante, Método de Gauss e Método de Gauss Jordan.

Figura 26- Células para inserir as equacdes

Solucdes de Sistemas de Equacgdes Lineares

Esta pagina permite resolver sistemas de equagoes lineares®@ por o método de Eliminagéo de Gauss@, por o método de a Matix
Inversa, por a Regra de Cramer@. Também vocé pode analisar a compatibilidade dos sistemas usando Teorema de Rouché—Frobenius
& para determinar o nimero de solugdes.

Entre os coeficientes de seu sistema, deixe os campos em branco se as variaveis n&o participam nos equagdes.

O sistema de equagdes:

,\'l - X

(o] o [+ ] -]

I Andlise de existéncia de solugbes

X, X, =

I Solugdo utilizando a Regra de Cramer

I Solugdo utilizando o Método de la Matriz Inversa

Método de Montante

I
I
|
I I
I Solugdo utilizando o Método de Gauss I
I Solugao utilizando o Método de Gauss-Jordan I

Limpar

O Mostrar nimeros decimais

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).
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Para exemplificar a resolucéo, utiliza-se o Método de Gauss para 0 mesmo

exemplo de sistema linear descrito na secao 2.8.1. (Figura 27).

Figura 27- Exemplo de sistema

O sistema de equacdes:

( 2ix, + | -1ix,* 0 x, = 5
[ g+ 2xg+ alxg=] 3
{ ox,+ -1xr,+ 2x= 4

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Na Figura 26, ao clicar em “Solugéo utilizando o Método de Gauss” obtém-se
a solucao para o sistema, bem como todo o passo a passo utilizado, conforme a Figura
28.



Figura 28- Resolucao passo a passo do exemplo.

Solugéo utilizando o Método de Gauss®
(Algorithmo)< Transformar a matriz aumentada do sistema em uma
matriz aumentada na forma escalonada:

(2)-1 ols 1 ? 2|1 10113
-1 2 -1|3 X(E) ~ o 3) 1|2 P
L0 -1 2|4 Lj—(Tl)-Ll—ng ot 2!k 3
2 -1 05
B 3 11
_ 0 E -1 ?
~ 4|23
L-G)n-nlo o 5
2 X X, = 5
3 1
2% T T S
4 0
3% 73

o Da equagao 3 do sistema (1) obtemos a variavel x;:

+..B

37573
23

XSZT

o Da equacédo 2 do sistema (1) obtemos a variavel x_:
3 11 11 23 45

_'x1=_+x,. o S 1 o
2772 273 2 4 4

o Da equagao | do sistema (1) obtemos a variavel x_:

L ., 15 25
._xl—.'J xz—:‘) 2—2
25
x1=T
Resposta:
25
x1=?
15
x2—2
23
X, =
34
25
4
15

A solugado geral: X=

.L\|B Ml
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Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

A solucdo por este software foi idéntica a resolucdo feita pelo Software

Maxima.

2.8.3 Symbolab
O Symbolab (2021) é um site que apresenta calculadoras a respeito de

diversas areas do conhecimento. Dentre elas, destacam-se a pré-algebra, algebra,

pré-calculo, célculo, funcdes, matrizes, trigonometria, estatistica dentre outras.

Ao acessar a pagina, tem-se a tela expressa na Figura 29.

Figura 29- Tela inicial do Symbolab

— SRR — |

Q £ V7 A &
m’“b"l"b Soluhes  Grificos  Prdtica  Geometria  Calculadoras  Cademno
Experimente o nove solucionador de Geomet:
Formatando dicas »
Basic af; ABF | sincos >+— =xcv [ ZfII (g g) Hy0 4
o2 & vE V@ 2 gy o g e / 4
m [ 5 (Y (fe . (u] \
\ > < = x () O (feg) flx) n & - ~
T @ 2 = Tim > sin cos tan cot cse sec k .~ e -/ )
o -
_S \ AcBes mais Utilizadas I J L
simplificar resolver para inversa tangente linha Ver Tudo v
Digite um problema n

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Para acessar a area de sistemas lineares, basta clicar no botdo “Solugdes”,
ilustrado por uma lupa e localizado no menu superior. Apos isso, deve-se clicar em

“Algebra” e, em seguida “Sistemas de equagdes”. Dessa forma, aparece a tela
ilustrada pela Figura 30, onde podem-se inserir as equacdes, aparecendo exemplos

para facilitar a compreens&o. E necessario separar as equacgdes por virgula.
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Figura 30- Campo para inserir as equacoes.

Painel completo »

%

@ % &2 J L m ¥ » 6 (rg &0
A4
Acdes mais Utilizadas
substituicdo eliminacdo cramer gauss jordan simplificar Ver Tudo v
Exemplos » <:
Exemplos
ty =25 A+ =0y —z=6

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

O exemplo (0 mesmo que vem sendo usado nesta secéo 2.8) se encontra na

Figura 31. As incognitas x;, x, € x4, x, foram substituidas por X,y e z, respectivamente.

Figura 31- Exemplo de sistema

2x+ —1ly+0-=5, —Ix+2y+ —1z=3,0x + —1 n

v+2z=4

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

A versao gratuita apenas possibilita resolver pelo do método de substituicdo
e mostra apenas alguns passos da resolucdo (o que se mostra na Figura 32). J4 na
versao paga, é possivel resolver por regra de Cramer e eliminagédo de Gauss. No canto

direito da figura tém-se a opg¢ao “Mostrar passos”, porém, esta disponivel apenas para

versao paga.



Passos

Figura 32- Resolucao do exempilo.

C 2+ (1)y+0 z=5
1 - x++(-1)z=3
LO-x+(-1)y+2:=4

Isolar x de 2x + (—l)y+ 0.

)z =3:
Substituir x = —g:j
—1- 5;" ++(-1)z=3
0- 5;“ 1)y +r22=4
Simplificar
4 2 =3]
L 2z—y=4
lsolar zde —z+ 75;3“ =3 z=

Substituir z =

=3
t
[

Simplificar

[y -11=4]

Isolary de 2y — 11 = 4:

Paraz =
Substituir y = %
15
-3 T°—11
z= — =
_=_15
_ 3 T+11:§
2 4
=23
‘ 4
Parax=27%
Substituirz = 23, 15
4 2
£ 15
2T
T3
-, 15
‘H'T:g
& 4
‘{=E
4

As solugdes para o sistema de equagdes sdo:
x=25,

17T

»;‘Ej
-
@

V=

u‘

Faom Mostrar passos fgh
=
2
Mostrar passos g
_—3y+11
2

Mostrar passos g

Mostrar passos g

Mostrar passos fm

Mostrar passos fg

Mostrar passos

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).
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3 METODOLOGIA
Nesta secdo, abordam-se todos os processos e ferramentas envolvidas no
desenvolvimento deste trabalho. A metodologia foi dividida em parte tedrica e parte

pratica.

A parte teorica consiste do estudo das bibliografias, referenciadas neste
trabalho, para a compreensao dos métodos utilizados e, além disso, elaboracédo da

fundamentacéo tedrica apresentada na sec¢ao 2.

A parte pratica, por sua vez, consiste no uso da linguagem HTML para a
elaboracdo das interfaces de saida dos programas, representadas na secéo 4.1.1.
Para a algoritmizacdo das solugdes informatizadas para a resolugcéo de sistemas
lineares pela Fatoracdo QR, Método S.O.R e Método dos Gradientes Conjugados,
utiliza-se a linguagem JavaScript. Os fluxogramas referentes aos algoritmos estéao
mostrados na sec¢éo 4.1. Para a implementacdo do algoritmo referente ao relatorio,
utiliza-se a biblioteca de fung¢Bes JavaScript PDFMAKE. Além disso, foram feitos
testes para validar as informatizag6es antes de serem disponibilizadas. Dois exemplos

destes testes estdo descritos na se¢éo 4.2.

E importante ressaltar que foi utilizado o W3Schools (1998) como fonte de
estudos, visto que apresenta tutoriais e € uma referéncia para programadores em
linguagens de desenvolvimento Web. Além disso, para editar os codigos, foi utilizado
o NOTEPAD++, versao desenvolvida por Ho (2021).

A Figura 33 ilustra a metodologia deste trabalho.
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Figura 33- Metodologia deste trabalho

PARTE PARTE PRATICA: Algoritmizacdo e
TEORICA Implementacao

Linguagem de

Estudo das Bibliografias. Linguagem HTML. programacao
JavaScript.

Elaboragdo da Elaboracdo da ; & ;
% pa St implementacdo dos

Fundamentagao Tedrica de dudos dos algoritmos referentes

(segdo 2). aos métodos
POGFaRz. estudados.

= Resultados GAtividades &Ferramentas

=@

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

O relatdrio foi programado para mostrar os dados iniciais inseridos pelo
usuario, a teoria resumida do método, todo o processo de célculo e, além disso, todas
as referéncias utilizadas. Exemplos de relatérios apresentam-se nos apéndices A, C
eD.

4 RESULTADOS

BN

Os programas aqui desenvolvidos correspondem a resolucdo de sistemas
lineares por métodos diferentes, um pela FATORACAO QR, outro pelo METODO
S.O.R e outro pelo METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS. Esses programas,
ainda que em fase de testes, ja4 estdo disponiveis online, em Nucleo de Engenharia
Virtual (2015).

Além da revisdo da bibliografia utilizada (secdo 2) e da elaboracdo dos
algoritmos (sec¢do 3.1), apresenta-se, nesta se¢ao, passo-a-passo, exemplos
referentes aos métodos desenvolvidos neste trabalho. O objetivo desta secdo é
também descrever a utilizacdo dos programas e, além disso, valida-los com o auxilio

de exemplos encontrados em bibliografias e softwares ja desenvolvidos.
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4.1 ALGORITMOS PRINCIPAIS E SEUS FLUXOGRAMAS

ApOs o clique para acessar 0s programas, 0s algoritmos principais e
fluxogramas descritos nas Figuras (35) a (40) apresentam 0S macropassos para o
célculo da solucédo do sistema Ax=b pela Fatoracdo QR, Método S.O.R e Método dos
Gradientes Conjugados, respectivamente.

Figura 34 - Fluxograma Fatoracdo QR.

Inserir os termos Inserir a ordem do
Calcular o independentes da istema
determinante de A. matriz A eb. Cllc:ar em ° (ﬁéﬂ? *

Determinar os elementos
da primeira coluna da

N& matriz Z.
f-l = &1
/
Calcular a norma das : L :
colunas da matriz Z Determinar as demais colunas:
- o _ a  <dpd> . <djiy> . <a; > 4
= - =a; ——== zl_ ] zz_”_ £l - z_lr—l
”Z_; I U ] ed i, <885 SEjog@f-1>
SiM
L |
Determinar a matriz Q Determinar a matriz R .
dividindo as colunas de multiplicando a c%ﬁ?:ﬂ;;:g;"; Y
Z por suas normas transposta da matriz Q P
euclidianas. > por A —— = e R
- [ Th =
@ =2/l R=Q"A b=y
Y

Determinar a solugéo
do sistema linear
calculando
Rx=y
(sistema triangular
superior)
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Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Figura 35 - Algoritmo principal do Método QR.

Sistemas Lineares pela Fatoracdo QR

Entrada: A € R™" p e Rmxl
Saida: x € R"*!

1 Ej = ﬁj

2 enquanto j > | faca

— i [I:l Ly c__(i]'-:'z;: EC < G,:, 1> =3
3 Zi= —— 71 — A L S e e’ S font SR o
o o | ‘lj <Z1-Z1 > 41 <7272 > \.2 <Zi 121> 9 1
4 fim
e = 3j
S =%
6 R=07-A;
7 OF B =
8 R-x=y

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

A implementac&o do algoritmo principal do Método QR em Javascript encontra-se

no Apéndice E.



Figura 36- Fluxograma Método S.O.R

Inserir a ordem do
sistema (n) e clicar nu
botdo "GERAR"

Calcular o
determinante de A,

Inserir o nlflmarn maximo de
iteragdes, erro relativo alvo,
parametro de relaxagéo
{omega), solugdo inicial e
termos da matriz A e b. Clicar
em calcular,

Para a primeira iteracio
(k=1) o valor de x(0) é o

* & o erro relativo

: ||"Hr:|||

—ts valor adotado como x
inicial.
Calcula-se o valor de Calcule os novos valores de x pela equagéo.

i-1 A

i) k-1 - B-1
2= (1 —wix! ]+n—uh z::.,xfj Zﬂ.;x‘.[ ]

=1 =i+l

Y

k=k+1

NAO.

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).
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Figura 37 - Algoritmo principal do Método S.O.R

Sistemas lineares pelo Método S.O.R

Entrada: Valores de x'"'. A, b, nit, Era e omega.
Saida: Valorde x'*) ke Er'Y.

1 inicio

2 &=1;

3 ‘(t 1 ‘u:

4 | enquanto k < nit e Er'") > Era faca

5 XK = (1 —omega)x'®) + %L‘ (h, o ! a,,.\”j" - L} ,a,,.t‘j‘k
6 k=k+1

7 fim

§ fim

Iu):

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).
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A implementacao do algoritmo principal do Método S.O.R em Javascript encontra-

se no Apéndice E.
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Figura 38- Fluxograma Método dos Gradientes Conjugados

Inserir o nimero maxime de
Calcular 0 iteragties, erro relativo alvo, Inserir a ordem do
determinante soluco inicial e termos da sistema (n) e clicar no
de A, matriz A e b. Clicar em botdo "GERAR"
Calcular.
Calcula-se a
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Fonte: Elaborado pelo autor (2021).




Figura 39 - Algoritmo principal do Método dos Gradientes Conjugados.

Algoritmo Gradientes Conjugados

Entrada: Valores de XY b, Era, nit ¢ A.
Saida: x®, ke Kri®).

1 inicio
2 k=1:
3 rit=1) — Ax(®) — p;
1 | seEr'™ = ||| < Era entio
5 devolva x'" como solugdo e pare
3 fim
7 d‘:k) - _,(&'-1];
8 a®) = ,:‘ If;’;::l ,;z:
9 | 2 = =0 q®gikh
. %) &1
10 | seErl) = ||x® — x| < Era ou = x: | I - :ra entdo
1 | devolvax®) como solugiio e pare
12 fim
3 p&) — plk=1) 4 A4
14 k=2;
15 | enquanto k < nit ou Er'® = Era faca
16 se |[|r*-V|| < Era entdo
17 I devolva x*~") como solugdo ¢ pare
18 fim
o || B g
20 d® — 1) 4 gle-gk-1) .
-7 a1y
21 1“" = -’%[Tr;‘—’;n—'- >
2 x(® — lt=1) {8 g8);
: P L N )
23 se Erlt) = ||x® — x| < Kra ou sl < Era entiio
24 ] devolva x'* como solugio ¢ pare
25 fim
2% A& — k1) ,y(k'}Ad(L):
27 k=k+1
28 fim
29 Escreva o método fathou para o nimero de iteragdes maximo
30 fim

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).
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A implementacao do algoritmo principal do Método dos Gradientes Conjugados

em Javascript encontra-se no Apéndice E.

Como indicado nos fluxogramas das Figuras 35, 37 e 39, os programas

resolvem somente sistemas cuja matriz A tenha determinante ndo-nulo, ou seja, sejam

possiveis e determinados.
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Além disso, caso o sistema inserido pelo usuario seja muito grande (ordem
maior do que 6), as informatizacbes presentes neste trabalho contém o algoritmo

(Figura 40) que aumenta a largura da péagina.

Figura 40 - Algoritmo para aumentar a largura da pagina.

if (n<=c) {
1p=630;
ap= ;
}
else{
lp=c3i+(n-c) *
ap= ;

}

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

4.2 PLATAFORMA NEV

Os trés programas foram desenvolvidos e implementados no portal do Nucleo
de Engenharia Virtual (2015). O objetivo do portal € disponibilizar resultados de
pesquisas da area de Edificacbes do IFSP campus Votuporanga. Dentre os
resultados, o NEV disponibiliza programas gratuitos sobre Engenharia e Célculo
Numérico que geram relatérios em PDF de todos os calculos desenvolvidos. Além de
programas de resolucdo de sistemas lineares, entre outros, destacam-se o
IFESTRUT, software criado com moédulos de andlise estrutural e o IFESTIMA,
software para orcamento estimado-detalhado de edificac6es. O acesso € possivel a
partir do endereco Web do Portal do NEV (http://vtp.ifsp.edu.br/nev/). A Figura 41
constitui-se a partir de fragmentos de uma pagina extensa do NEV, onde as reticéncias

indicam ocultacao de trechos.



Figura 41 - Recorte da tela do NEV.
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AREAS: Analise de Estruturas -- Caleulo Numérico Construgdo Civil -- Dimensionamento de estruturas -- Mecdnica dos Solos -- Planejamento e orcamento

Area: Anilise de Estruturas — TOPO

Titulo e link Data Autor Orientador Tipo Curso Documentacio
APOSTILA DIAGRAMAS L Prof. Gustavo Cabrelli S
[SOSTATICA 12/04/2019 Nicsehl - - Engenharia Crvil -
COMPARACAO MEF X METODO . Prof. Gustavo Cabrelli P
DOS DESLOCAMENTOS TIOHI020 | Nl - - Engenharia Civil -
< . Iniciagio Cientifica
SISTEMA LINEAR PELO METODO - . Prof. Gustavo Cabrelli N . o
DOS GRADIENTES CONJUGADOS 22/05/2020 || Eelipe Santana Pena Nirschl s:l(‘j'lgfé’lljsazﬁ?gjm Engenharia Civil -
o Iniciagio Cientifica
SISTEMAS LINEARES PELA 22/05/2020 || Felipe SantanaPena || Lief-Gustave Cabrelli | yoy e Trabalho | Engenharia Civil -
FATORACAO QR Nirschl 5
de Conclusdo de Curso
. , o~ . Iniciagdo Cientifica
SISTEMAS LINEARES PELO 22/05/2020 | Felipe Santana Pena Prof. Gustavo Cabrelli || ¢, 0o o Trabalho Engenharia Civil -
METODO SOR Nirschl .
de Conclusio de Curso
Area: Construcio Civil -- TOPO
Titulo e link Data Autor Orientador Tipo Curso Documentacgio
MODELO VIRTUAL DE - . . . P
CO:\'STRUCAO DE CASA 05/082014 | José Herbert Trindade Prof Gustavo Cabrelli Trabalho de Conclusio Técnico ?m Publicagdes
POPULAR Nirschl de Curso Edificagdes 1elacionadas

(.

)

Fonte: Nucleo de Engenharia Virtual (2015)

4.2.1 Interface de usuarios dos programas

As interfaces de usuérios dos trés programas desenvolvidos neste trabalho

serdo descritas nas secdes a seguir.

4.2.1.1 FATORACAO QR
Acessando o link “SISTEMAS LINEARES — FATORACAO QR” o usuario sera

redirecionado para a pagina mostrada na Figura 42.
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Figura 42 - Interface do programa Fatoracédo QR.

SISTEMA LINEAR - FATORACAO QR
Abaixo segue um exemplo de como o sistema linear devera ser montado na matriz
2 - dy + = 3 ‘

3 Equivalea 9 0 -3 3
= =4

=
|_|
I
e
A
]

Obs: Este método & mais indicado para resolver sistemas em que os termos independentes
tenham varios conjuntos de valores para a mesma matriz de coeficientes.

Ordem do sistema (n): |3 |

| GERAR | QU | Escelher arquivo | Nenhum arg...o selecionado | LER | *####% | EXEMPLO de TXT |

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Observa-se, na Figura 42, que a pagina mostra uma observacdo sobre a
situacdo em gque o método é mais indicado.

A interface apresenta um exemplo de como a matriz aumentada deve ser
montada e, além disso, apresenta a possibilidade de utilizar exemplos em TXT. Para
mais informacdes, basta clicar no botao “Exemplo de TXT” que se abre um arquivo

TXT com um exemplo de uma matriz aumentada, ilutrada pela Figura 43.

Figura 43- Exemplo de matrix escrita em TXT.

]| dadosexemplo - Bloco de Notas - O X
Arquive Editar  Formatar  Exibir  Ajuda

L|2|-4|7|3
L|9]0]-3|3
L|4|-8|5]-4

Ln5, Col 1 100%  Windows (CRLF) UTF-8

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Ao clicar em “gerar”, imprime-se a matriz aumentada, inicialmente com todos

0s elementos zerados. A Figura 44 mostra um exemplo preenchido pelo usuario.
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Figura 44 - Exemplo numérico para a FATORACAO QR.

SISTEMA LINEAR - FATORAGCAO QR

Abaixo segue um exemplo de como o sistema linear devera ser montado na matriz

Iz - 4y + Tz = 3 SHNSSES g
Gz - 3z = 3 Equivalea 9 0 =3 3
dr —- By + dz = -4 )

4 -8 3 =i

Ordem do sistema (n): |2 |

| GERAR |OU| Escolher arquivo |Nenh|.|m arquivo selecionado ******l EXEMFLO de TXT

s
R E I

Obs: Matriz COMPLETA (a ultima coluna contém os termos independentes, os valores apos a igualdade),

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Ao clicar em “calcular”, imprimem-se os valores de x. Por ser um método
direto, ndo ha impressdo de valores referentes a cada iteracdo e erro relativo,
conforme a Figura 45.

Figura 45 - Solucédo do exemplo numérico para a FATORACAO QR.

SISTEMA LINEAR - FATORAGAO QR

Abaixo segue um exemplo de como o sistema linear devera ser montado na matriz

2r - 4y + Tz = 3 2 s
9z - 3 = 3 Equivalea 9 0 -3 3

dr = By =+ Hz = =4 )
4 =8 5 =4

Ordem do sistema (n): |2

| GERAR |OU| Escolher arquivo |Nenhum arquivo selecionadol LER | ******| EXEMPLO de TXT

DN 00 |
D |

Obs: Matriz COMPLETA (a ultima coluna contém os termos independentes, os valores apos a igualdade).

CALCULAR

x1 =-0.10000000000000005
x2 =1.4000000000000001

Gerar Relatdrio
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Elaborado pelo autor (2021).

Além disso, abaixo dos resultados, apresenta-se o botdo “GERAR

RELATORIO”, que abre o documento mostrado no Apéndice A.

Para verificar os resultados do programa, foi utilizado o programa de resolugéao
de sistemas lineares pelo Método de Gauss disponivel no Nucleo de Engenharia
Virtual (2015).

A Tabela 2, a seguir, contém os resultados do exemplo acima, encontrados
pela Fatoracdo QR e pelo Método de Gauss. Como se tratam de métodos diretos, ndo

foi necessério adotar nUmero maximo de iteracdes e erro relativo alvo.

Tabela 2- Tabela do exemplo pela Fatoracdo QR e Eliminacdo de Gauss

Método x1 X2
FATORACAO QR -0,100000  1,400000
GAUSS -0,100000  1,400000

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Dessa forma, o resultado encontrado valida a programacao implementada.

4.2.1.2 METODO S.O.R.

Acessando o link “SISTEMA LINEAR — METODO S.0O.R” , aparece a pagina

mostrada na Figura 46.
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Figura 46 - Interface do programa METODO S.O.R.

SISTEMA LINEAR - METODO SOR

Abamxo segue um exemplo de como o sistema linear devera ser montado na matriz
2 =4 7 3

3

3 Equivalea 9 0 -3 3

-4

I'_'A'_'\
da & B3
H B R
I |
. [

= L=
+ 1+
LI 1
LTI T
[ ||

4 =5 3 =4

Obs: Este método € mais indicado para resolver sistemas grandes e esparsos (com muitas posicdes zeradas).

Ordem do sistema (n): |3 |

| GERAR | OU | Escolher arquive | Nenhum arquive selecionado | LER | *#**#% | EXEMPLO de TXT |

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Observa-se, na Figura 46, que a pagina mostra uma observacdo sobre a
situacdo em que o método é mais indicado.

Da mesma forma que o método descrito na sec¢do (4.1.1.1), a matriz
aumentada pode ser montada ou pode-se usar exemplos em TXT. Para mais
informagdes, basta clicar no botdo “Exemplo de TXT”. Dessa forma, adota-se um

sistema linear 3x3, representado na Figura 47.
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Figura 47 - Exemplo numérico para o METODO S.O.R.

SISTEMA LINEAR - METODO SOR

Abaxo segue um exemplo de como o sistema linear devera ser montado na matriz

2 = 4y + Tz 3 2o ®
9z - 3z 3 Equivalea 9 0 -3 3

dr = By =+ 5z =4

4 =8 & -4

Ordem do sistema (n): |3 |

[ GERAR | OU | Escolher arquivo | Exemplo Felipe.txt wdknk | EXEMPLO de TXT

Obs: Matriz COMPLETA (a ultima coluna contém os termos independentes. os valores apos a 1gualdade).

1
[0 |E 2 [

Numero maximo de iteragdes: |5[] |

Erro relativo alvo (%a): | 0,1 |

Pardametro de Rela.xa.(;&l 1,172 |z_l_|u;da
Solugio micial (chute):
o E E II‘

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Nota-se que a interface de usuario solicita parametros adicionais, na
comparacao com o programa descrito na Figura 44: niumero maximo de iteracoes, erro
relativo alvo e parametro de relaxacdo. E importante ressaltar que ao lado de
‘Parametro de Relaxacdo” tem-se o link “Ajuda”. Ao clicar neste link, faz-se o
download de um PDF contendo a explicacdo teorica para possivel calculo do
parametro de relaxacdo. Este arquivo é mostrado no apéndice B

Ao clicar em “calcular’, imprime-se uma tabela contendo os valores de x
referentes a cada iteragéo e, além disso, o erro relativo, conforme ilustrado pela Figura
48.



Figura 48 - Solucdo do exemplo numérico da Figura 46

[[TERACAO|x1

=2

=

[ERRO REL. (%)

[

2.9299999999999997]|3 4749799999999995[4.380338279999999 (100

4.462378279999999

6.342135344159999

3.307073127517759

45 20804411404038

5.87896224751776

5.663374720104068

24 09581670839741

6.151009791464067

7.439016178279975

5.729163028614165

4.422811102070353

6.231289796340246

74873145727591295

3.7461502087152135

1.2883368852008727

[6.245784494666327 [7.497455682407015 [[5.749171178511494 [[0.23207170113633216 |
[6.2492340968079025(7.45950311396316  [[5.749851382078434 [[0.055200398771068214]

IS G

| Gerar Relatsrio |

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Abaixo dos resultados, o programa apresenta o botao “GERAR RELATORIO”,
que abre o documento mostrado no Apéndice C.

Para verificar os resultados do programa, foram utilizados dois programas de
resolucdo de sistemas lineares. O primeiro programa é pelo Método de Jacobi e o
segundo pelo Método de Gauss. Os dois programas estdo disponiveis no Nucleo de
Engenharia Virtual (2015). A tabela 3 apresenta os resultados comparativos.

O numero maximo de itera¢cBes utilizado nos dois métodos foi 50, o erro relativo

alvo de 1073, parametro de relaxagdo w igual a 1,172 e solugao inicial X0y = (0,0,0)

Tabela 3- Tabela do exemplo pelo Método S.O.R, JACOBI e Eliminacdo de GAUSS.

. Ndmero de x1 X2 X3 Err_o
Método iteracoes relativo
(%)
S.O.R 7 6,2492304096 7,4995031139 5,7498513820 0,055
JACOBI 10 6,2453613281 7,4953613281 5,7476806640 0,074
GAUSS

- 6,25 7,50 5,7499999999 -

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Dessa forma, o resultado encontrado pelo Método S.O.R valida a programacao
implementada.

Além disso, Wandresen (1980) afirma que, para w=1, o método S.O.R se torna

idéntico ao Método de Gauss-Seidel. Dessa forma, foi resolvido o mesmo sistema,
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pelo Método S.O.R, utilizando w=1, e também pelo Método de Gauss-Seidel,
disponivel no Nucleo de Engenharia Virtual (2015). A tabela 4 apresenta os resultados
comparativos entre o S.O.R e Gauss- Seidel. Ambos os métodos foram alimentados

com a mesma solucao correspondente a Tabela 3.

Tabela 4- Tabela do exemplo pelo Método S.O.R com 6mega=1 e GAUSS-SEIDEL

Ndmero x1 X2 X3 Erro
Método de relativo
iteracoes (%)
S.O.R 11  6,2453613281 7,4953613281 5,7476806640 0,074
GAUSS- 11 6,2453613281 7,4953613281 5,7476806640 0,074

SEIDEL

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

4.2.1.3 METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS

Acessando o link “SISTEMAS LINEARES — METODO DOS GRADIENTES

CONJUGADOS” ,0 usuario sera redirecionado para a pagina mostrada na Figura 49.

Figura 49 - Interface do programa METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS.

SISTEMA LINEAR - METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS
Abaixo segue um exemplo de como o sistema linear devera ser montado na matriz
2 =4 7 3

2r - 4y + Tz 3
Ox - 3z 3 Equivale a 9 0 -3 3

dr - By + 3=z -4 N

4 -8B & -4

Obs: Este método € mais indicado para resolver sistemas grandes e esparsos (com muitas posigdes zeradas).

Ordem do sistema (n): |3 |

| GERAR | OU | Escolher arquiva | Nenhum arquive selecionado | LER | ****** | EXEMPLO de TXT |

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Observa-se, na Figura 49, que a pagina mostra uma observacdo sobre a
situacdo em que o método € mais indicado.
Para mostrar a interface do programa, adota-se um sistema 2x2 como

exemplo, apresentado na Figura 50. E importante ressaltar que conforme descrito nas
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secobes (4.1.1.1) e (4.1.1.2), a matriz aumentada pode ser montada ou pode-se usar
exemplos em TXT.

Figura 50 - Exemplo numérico para 0o METODO DOS GRADIENTES
CONJUGADOS.

SISTEMA LINEAR - METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS

Abaixo segue um exemplo de como o sistema linear devera ser montado na matriz

% - dy + Tz = 3 28 =l B4 3
9z - 38 = 3 Equivalea 9 0 -3 : 3

dr = By =+ Jfz = =4 i
4 =B 5 T |

Ordem do sistema (n): |2 |

[ GERAR | OU | Escolher arquivo | Exemplo Felipe.txt wwwnnk [ FEXEMPLO de TXT

Obs: Matriz COMPLETA (a nltima coluna contém os termos independentes os valores apds a 1gualdade).

- =

O

Numero maximo de tteragdes: |50 |

Erro relativo alveo (%0): |0,1 |

Solucdo inicial (chute):

0 Jlo ]

CALCULAR

Elaborado pelo autor (2021).

Os dados iniciais do programa sao: niumero maximo de iteracdes, erro relativo
alvo e solucgéo inicial do sistema. Ao clicar em calcular, de maneira analoga ao método
S.O.R, imprime-se uma tabela contendo as solu¢des para cada iteracdo e 0s erros

relativos, mostrados na Figura 51.

Figura 51 - Solucéo do exemplo numeérico.

IITERACAO [x1 [x2 [ERROREL 1 [ERROREL. 2 [ERROREL 3 |
0 0 0 447.21359549995793- L

1 0.35714285714285715 [[0.7142857142857143|[255.55062599997592[79 8595706249925 |[100

2 -0.0999999999999999s/(1 4 3 (82.41260058203403 (58 716546733018106

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).
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Abaixo dos resultados, o programa apresenta o botao “GERAR RELATORIO?,

que abre o documento mostrado no Apéndice D.

De maneira analoga ao método S.O.R, exemplificado na sec¢do 4.1.1.2, para
verificar os resultados do programa, foram utilizados os programas de resolucao de
sistemas lineares pelo Método de Jacobi e pelo Método de Gauss. Os dois programas

estado disponiveis no Nucleo de Engenharia Virtual (2015).

A tabela 5, a seguir, contém os resultados do exemplo acima, encontrados pelo
Método dos Gradientes Conjugados, Método de Jacobi e pelo Método de Gauss. E
importante ressaltar que os dois primeiros métodos sao iterativos e foi utilizado um
niimero maximo de iteracGes igual a 50 e erro relativo alvo de 1073, J4 o Método de
Gauss é direto, dessa forma nédo foi necessario adotar nimero maximo de iteracdes e

erro relativo alvo.

Tabela 5 - Tabela do exemplo pelo Método dos Gradientes Conjugados, Jacobi e Eliminag&o

de Gauss
, NUmero de x1 X2 Erro relativo
Método . -
iteracoes (%)

GRADIENTES 5 -0,099999999 1,400000000 0
CONJUGADOS

JACOBI 11 -0,099954989 1,399991426 0,0321646

GAUSS

- -0,099999999 1,400000000 -

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Dessa forma, o resultado encontrado valida a programacao realizada.

4.3 TESTES

A seguir, abordam-se dois exemplos de sistemas lineares que foram testados.
E importante ressaltar que as resolucbes destes exemplos de maneira integral

encontram-se nos Apéndices A, C e D, localizados no fim deste trabalho.

4.3.1 Exemplo 1: Sistema 2x2.

O primeiro exemplo de teste trata-se de um Sistema Linear de ordem 2,

denotado por S3, representado nas equacoes (109) e (110) a seguir.



80

83 {8x1 + sz = 2 (109)
2x1 + 3x2 = 4‘ (110)

A tabela 6, a seguir, apresenta os resultados do exemplo acima, encontrados
pela Fatoracdo QR, Método S.O.R, Método dos Gradientes Conjugados, Método de
Jacobi, Método de Gauss e pela Fatoracdo LU, todos disponiveis no Nucleo de
Engenharia Virtual (2015). Para os métodos iterativos foi utilizado a solucéo inicial
x, = (0,0) e, para o Método S.O.R, w = 1, erro relativo alvo de 0,1% e nUmero maximo

de iteracdes igual a 50.

Tabela 6 - Tabela comparativa do exemplo.

Método X1 X2 IteragOes
FATORACAO QR -0,100000000 1,400000000 -
METODO S.O.R -0,099999931 1,400000703 7
GRADIENTES
CONJUGADOS -0,099999999 1,400000000 2
JACOBI -0,099992498 1,399998571 11
GAUSS -0,099999999 1,400000000 -
FATORACAO LU -0,099999999 1,400000000 -

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Dessa forma, ao analisar a tabela 6, nota-se que as informatizagdes online
desenvolvidas neste trabalho realizaram seus processos com maestria, ou seja,

fornecem resultados quase idénticos aos dos outros programas.

4.3.2 Exemplo 2: Sistema 3x3.

O segundo teste trata-se de um Sistema Linear de ordem 3, denotado por S2,

representado na equacgdes (111), (112) e (113) a segquir.

S2 2x; —1x, + 0x3 =5 (111)
—1x; +2x, — 1x3 =3 (112)
0x; —1x, +2x3 =4 (113)

A tabela 7 a sequir ilustra os resultados encontrados pelos métodos

mencionados na secdo (3.1.3.1), para efeito de comparacdo e validacdo dos
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programas desenvolvidos neste trabalho. Para os métodos iterativos foi utilizado a

solucao inicial x, = (0,0) e, para o Método S.O.R, w = 1, erro relativo alvo de 0,1% e

namero maximo de iteracdes igual a 50.

Tabela 7 - Tabela comparativa do exemplo

Método X1 Xo X3 Iteracdes
FATORACAO QR 6,250000000 7,500000000 5,750000000 -
METODO S.O.R 6,249998492 7,499998756 5,749999487 11

GRADIENTES

CONJUGADOS 6,250000000 7,499999999 5,750000000 3
JACOBI 6,249908447 7,499885559 5,749908447 19
GAUSS 6,250000000 7,500000000 5,749999999 -

FATORACAO LU

6,250000000

7,500000000

5,749999999

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Sendo assim, conclui-se que as informatizacbes online desenvolvidas

fornecem resultados quase idénticos aos dos outros programas.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Dessa forma, de acordo com a sec¢éo 2.3 deste trabalho, pode-se compreender
diversas aplicacdes de sistemas de equacdes lineares em problemas de Engenharia

Civil, bem como de outras areas do conhecimento.

Além disso, as Tabelas 2, 3, 4, 5, 6 e 7, validam a algoritmizacdo dos programas
desenvolvidos, visto que os resultados demonstrados foram quase idénticos aos
obtidos por outros métodos.

Os relatérios presentes nos Apéndices A, C e D validam as rotinas
computacionais embutidas para sua emissao e, além disso, confirmam a possibilidade
de utilizagdo como estudo, visto que apresentam todo o memorial de célculo, teoria e

raciocinio utilizado.

A Figura 41 mostra que os modulos de programa on-line foram disponibilizados

para auxiliar alunos, professores e profissionais no estudo dos métodos utilizados.

Sendo assim, os resultados aqui apresentados demonstram a possibilidade de
utilizar os programas criados como ferramenta por qualquer pessoa interessada, ja

gue o NEV fornece acesso gratuito.

Como sugestdo de trabalhos futuros pode-se realizar testes com matrizes
grandes e esparsas; estudar a convergéncia dos métodos descritos e a programacao

do calculo automatico do parametro de relaxacdo 6mega, descrito na secdo 2.5.
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APENDICE A — EXEMPLO DO PROGRAMA FATORACAO QR.

Seja 0 exemplo das Figuras 44 e 45 como dados de entrada e o resultado final

para o programa “SISTEMA LINEAR — FATORACAO QR’. O relatério esta

representado na Figura 52.

Figura 52- Relatorio referente ao exemplo numérico pela FATORACAO QR.

. MEV: Miicleo de Engenharia Virtual
Titulo: Sistemas Lineares pelo Método QR
. Data: 09,/09/2021
...'"’"""‘“"““"“ Autor: Felipe Santana Pena
A, O
.. e PRI Orientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
Tipo: Iniciagao Cientifica com Bolsa Institucional / Trabalho de conclus&o de curso

Curso: Engenharia Civil

A matriz segue 0 modelo:

all al? alm 4]
anl a2 ain b2
anl an? e ann b

Ordem da Matriz =2

Matriz Completa:
8.000 2.000 2.000
2.000 3.000 4.000

Determinante = 20

De acordo com Farias, Konzen e Souza (2020, p.89), a premissa da FATORAGAD QR é transformar o
sistemna Ax=b em um novo, onde pode-se escrever a matriz A na forma A=0R, sendo R uma matriz
superior invertivel (sua diagonal principal deve conter apenas termos ndo-nulos) e Q uma matriz
ortonormal (gue tem, entre outras, as caracteristicas de gue sua inversa € igual a sua transposta e seu
determinante tem valor unitério, em madulo).

Sisterna genérico Ax=h:

a3l Xy by
L - I - ol_|[b
Bl Bz " Gpp Iy bu
Matriz Q:
qu 4 - i
21 Q22 7 4z
.y T :
u1 Tmz " Qmn

Os termos da matriz Q sdo obtidos por meio da divisdo dos termos da matriz Z (sera explicada abaixo),
por sua norma euclidiana (que também sera explicada abaixo). Sendo assim temos que:

U AP S -
1 = —— ==y ey g ==
LT T T TL R Ll T =T

q1 refere-se ao vetor da primeira coluna da matriz Q, g2 ao vetor da segunda coluna da matriz Q e
assim sucessivamente até gn.




Matriz Z:
Zyy Zz vt Iy
7= 271 Z.:.z Z2n
Zm1  Emz " Zgn

0s temos da matriz Z sdo encontrados pela seguinte equagao:

—_ = RN <R o T T S
Z_J=“1'T 1'_32-""_3;—1
LEy Iy > LIy Ep 'ﬁ,l-L-I,l-l.}

<aj,zj> & o produto interno entre o vetor aj e o vator zj, definido por:

<,z >= (ay;.2y) + agj. 255 + - + Q. Zyg)
A norma euclidiana |z[jlll € definida pela equagao:
=y 2 2 2
] = ()" # ()" + -+ (zm)

Fatora-se A=0R. Logo, R=AQ"1. Como uma matriz ortogonal & sempre invertivel e sua inversa é dada
pela sua transposta, temos:

Gy @z 0 O i " Tim
R=ag™=(F F T FNUT P
Omy  Gmz " Omn Omi Tm2z ™ Qg

Sendo assim, o sistema Ax=b pode ser reescrito como QRx=b ou até mesmo Rx=0T b. Dessa forma,
deve-se resolver QT b=y e, por fim, Rx=y.

Abaixo seque a resolugao:
Determinagao da matriz Z:
OBS: Chama-se aqui zcli] o vetor da coluna i de z.

zc[1]=a[1,1]=8
zc[1]=al2,1]=2

<a[2].z[1]>=0
<a[2)ze[1]>=<a[2]zc[1]>+a[1,2]*zc[1]=0.0000+2*8=16
<a[2)ze[1]>=<a[2]zc[1]>+a[2,2]*zc(1]=16.0000+3*2=22

<ze[1]ze[1]==0
<ze[1],ze[1]==<zc[1],zc[1]>+zc[1]*zc[1]=0.0000+8*8=64
<ze[1]zc[1]==<zc[1],zc[1]>+zc[1]*zc[1]=64.0000+2*2=68

<a[2]ze[1]> / <zc[1).ze[1]> =22/68=0.3235294117647059

(<al2]zc[1]>/<zc[1],ze[1]>) * 2c[1,1]=0.3235294117647059*8=2.588235294117647
(<a[2)ze[1]>/<zc[1]ze[1]>) * z¢[2,1]=0.3235294117647059*2=0.6470588235294118

zc[1,2]=a[1,2])-<a(2],zc[1]>/<zc[1],zc[1]>) * zc[1,1]=2-2.588235294117647=-0.5882352941176472
zc2,2]=a[2,2]-<al2],zc[1]>/<zc[1],ze[1]>) * zc[2,1]=3-0.6470588235294118=2.3529411764705883

Matriz Z:
8.000 -0.5882

2.000 2.353
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Determinagdo da matriz Q:

z[1]2=0
z[1]2=2[1]2+2(1,1]?=0.0000+82=64
z[1]2=2[1]2+2[2,1]=64.0000+2"*=68

llz[1]l1=(z[1]2)*(1/2)=(68)*(1/2)=8.246211251235321

q(1,1]=2[1,1)/]1zl|=8/8.246211251235321=0.9701425001453319
ql2,1]=2[2,1)/|1zl|=2/8.246211251235321=0.24253562503633297

z[2]>=0
z[2]2=z[2]2+2[1,2]?=0.0000+-0.5882352941176472*=0.3460207612456749
z[2]2=z[2]2+2[2,2]?=0.3460+2.3529411764705883%2=5.882352041 176471

llz[2]1=(z[2]2)"(1/2)=(5.882352941176471)"(1/2)=2.42535625036333

ql1,2l=z[1,2)/|zll=-0.5882352941176472/2.42535625036333=-0.242535625036333
gl2,2]=z[2,2)/|1zll=2.3529411764705883/2.42535625036333=0.9701425001453319

g transposta[1,1]=g[1,1]=0.9701425001453319
q transposta[1,2]=q[2,1]=0.24253562503633297
q transpostal2,1]=q[1,2]=-0.242535625036333

q transposta[2,2]=q(2,2]=0.9701425001453319

Matriz Q:
3.298 -0.2425
0.8246 0.9701
Matriz  transposta:
3.298 0.8246
-0.2425 0.9701

Determinagao da matriz R:

r1,1]=0
f1,1]=r[1,1]+(qg transposta[1,1]*a[1,1])=0.0000+0.9701425001453319*8=7.761 140001162655
f1,1]=r1,1]+(qg transposta[1,2]*a[2,1])=7.7611+0.24253562503633297*2=8.246211251235321

f1,2]=0
1,2]=r1,2]%(g transposta[1,1]*a[1,2])=0.0000+0.9701425001453319*2=1.9402850002906638
1,2]=r1,2]#(g transposta[1,2]*a[2,2])=1.9403+0.24253562503633297*3=2.6678918753996625

r2,1]=0
f2,1]=rl2,1]+(g transposta[2,1]*a[1,1])=0.0000+-0.242535625036333*8=-1.940285000290664
2,1]=r[2,1]#(g transposta[2 2]*a[2,1])=-1.9403+0.9701425001453319*2=-2.220446049250313e-16

r2,2]=0
r2,2)=r{2,2]+(q transposta[2,1]*a[1,2])=0.0000+-0.242535625036333*2=-0.485071250072666
r2,2]=r{2,2]+(q transposta[2,2|*a(2,2])=-0.4851+0.9701425001453319*3=2.4253562503633295
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Matriz R:
8.246 2.668
-2.220e-16 2.425

Determinagdo de y=0QT*b:

y[1,1]=0.0000+(q transposta[1,1]*b[1,1])=0.0000+0.9701425001453319*2=1.9402850002906638
y[1,1]=1.9403+(q transposta[1,2]*b[2,1])=1.9403+0.24253562503633297*4=2.9104275004359956

yl2,1]=0.0000+(q transposta[2,1]*b[1,1])=0.0000+-0.242535625036333*2=-0.48507125007 2666
y12,1]=-0.4851+(q transposta[2,2]*b[2,1])=-0.4851+0.9701425001453319*4=3.30954987505086613

Determinagdo da solugdo x, fazendo Rx=y. Como R € uma matriz triangular superior, tem-se:
*[2]=y[2]/r[2,2]=3.3954987505086613/2 4253562 503633295=1.4000000000000001

soma=0
soma=soma+a[1,2]*x[2]=0.0000+(2 6679*1.4000)=3.7350
x[‘l]={y[1 ]-{snma}];’a'h 1 ]={2.9‘I 04-(3.7350))/8.2462=-0.100000000

Solucao:
-0.10000000000000005
1.4000000000000001

A sequir apresenta-se o algoritmo principal para a resolugdo de sistema linear pela Fatoraggo QR:

Sistemas Lineares pela Fatoracdo QR

Entrada: A € R™*" p ¢ R™*!
Saida: x € Rm*!

1 Zj=dj

enquanto j > | faca

Sf=a5—

L

<djt1> = <dj-Z2> Fn <@jij 1> =
<Bm> T BH> T4 <Zjag> I

L

fim

(ij: ﬂ:'—:ﬁ:
R=0Q"-A;
Q" -b=y;
R-x=y

e

wm

*® 2
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APENDICE B — PDF DE AJUDA SOBRE O PARAMETRO DE RELAXACAO.
O PDF de “Ajuda” esta representado na Figura 53.

Figura 53 - PDF "Ajuda”

1. Escolha do parametro de relaxagiao dmega.

Wandresen 1980) acrescenta que, para facilitar a escolha de valores para
w deve-se levar em consideracdo dois teoremas: o teorema de Kahan, gque
afirma que, se a; = 0 para todo valor de i, o método converge apenas para 0 <
w < 2, e o teorema desenvolvido por Ostrowski (1954), citado por Wandresen
(1980), que define gue, para um sistema de equacdes lineares cuja matriz dos
coeficientes A é positiva definida, ha certeza de convergéncia do método para o
intervalo 0 < w < 2, qualguer que seja a aproximacao inicial de x. Além disso,
Wandresen (1980) conclui gue, para w =1, 0 méfodo se toma idéntico ao
Método de Gauss-Seidel.

Assim, a principio, como parametro de relaxacdo, pode-se escolher
qualquer valor diferente de 0.

Schmidt (2012) declara que, se a matriz dos coeficientes A for simétrica
positiva definida e tridiagonal a opgao dtima para w é dada pela equagao (1).

(1

2

W=
1+,‘|1—I15'[ )P
Franco (2006) afirma gue uma matriz real simétrica 4, n x n, & positiva
definida se todos os seus menores principais lideres (determinantes das
submatrizes de A, constituidas retirando as k dltimas linhas e k Gltimas colunas,
para k =n—1,n - 2,--,1,0.), sd0 positivos. Para maior compreensdo, segue-se

a verificacao sobre se a matriz da equacao (2) é positiva definida ou ndo.

1 8 12
F=|S 2 1

12 1 12

(2)

Os menores principais lideres de F, para k=2, k=1 e k=0,

respectivamente.
1 8 12
1, der([l 8),-:1&[( g8 2 1D 3
g8 2
12 1 12

Como det (I; g]) < 0, a matriz F ndo é positiva definida.

Para encontrar p( 7; ), deve-se encontrar o det(7; — Al) = 0, sendo a
matriz A1 definida pela equagdo (4), para um exemplo de ordem 3.

A D0
;u=(o A u) )
0 0 A

O mesmo autor define T;.

Ty =D Y(L +U) (5)




Para compreender as matrizes D, L e U, devemos revisar os conceitos de
Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel. Para o sistema linear Ax = b, Wandresen (1980)
define as matrizes D, L e U, pelas equacgdes (€), (7) e (8), respectivamente.

0,5ei#j;
D =(ay)= [ﬂipﬁﬂ i=j (6)
0,5ei < j;
Lz{ﬂii}:[amsef}j; (7)
_ _ 0,5ei>];
U_{a"f}_[ai;-,sef-::j; (8)

Segue um exemplo numérico, encontrado na bibliografia de Schmidt
(2012), com matriz A simétrica positiva tridiagonal. Seja um sistema linear

descrito pela equacao (9).
9 4 0/ 20
(4 9 —1) (-Tz) = (12) (9)
0 -1 9./\x3 51

Para determinar o pardmetro w deve-se, primeiramente, calcular T;. Para
o exemplo acima, define-se as matrizes D, Le U.

20 0
o 0D 4 0 D o o0
D‘I:GED.L=DD—IEU=4 0 0 (10}
0o o0 2 Do o D -1 0
9
Sendo assim.
1
EUG
1 0 4 0 0o 0 o0
T}=DEG.HD—1+4UG (11
1 00 0 0 -1 0
Do -
9

Efetua-se L + U e multiplica-se o resultado por D~
1 ¢

— 0 0 0 - 0
9 9
) 0 4 0 . .
=0 = o4 0o =1])=[= 0o = (12)
9 0 -1 o 9 9
00 . 0 =X o
9 9

Para encontrar p( T; ), o primeiro passo € calcular Tj — Al , conforme
equacao (13).
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0 § 0 Lo o - :7 0
ki =1 4 -1
T-u=|5 0 3 —(n A E): 5 ~h 5| a3
0 =2 o o0 0 =2 -a
9 9
Sendo assim, calcula-se o determinante e iguala-se a zero.
2+ = (14)
Segundo Schmidt (2021), efetua-se as operagdes por evidéncia.
17
A= E (15)
_ g
Par fim, aplica p( T ] = % na equacdo (1) para encontrar o parametro
de relaxacao w.
2
w = = 1,058823529

1+ ||1 —[@]"
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APENDICE C - EXEMPLO DO PROGRAMA METODO S.O.R.

Seja 0 exemplo da Figuras 46 e 47 como dados de entrada e o resultado final
para o programa “SISTEMA LINEAR — METODO S.0.R”, o relatdrio esta representado

na Figura 54 a seguir.

Figura 54 - Relatdrio PDF referente ao exemplo numérico pelo METODO S.O.R

. MEV: Miicleo de Engenharia Virtual
Titulo: Sistemas Lineares pelo Método S0R
Data: 12/12/2021
INSTITUTO FIDERAL D8 .
.-.mmcmc:ucmsncnomm Aitnr: Felipe Samana Pena

Orientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
Tipo: Iniciagdo Cientifica com Bolsa Institucional/ Trabalho de Conclusao de Curso
Cursa: Engenharia Civil

A matriz segue 0 modelo abaixo

all al2 alm bl
an al2 aln b2

anil and ann bn

Ordem da Matriz =3

Matriz Completa:
2.000 -1.000 0.000 5.000
-1.000 2.000 -1.000 3.000
0.000 -1.000 2.000 4.000

0 numero maximo de iterages é: nit=50
0 erro relativo alvo é: Era=0.1
0 pardmetro de relaxacdo (omega) é: 1.172

A solugdo inicial, x(0,1), x(0,2),....x(0,n) (iteragdo 0), &

0000 | ooo0 | o000 |

Determinante = 4

Segundo Wandresen (1980),0 METODO SOR (SUCCESSIVE-OVER-RELAXATION) trata-se do métado de
Gauss-Seidel "extrapolade’, acelerado por meio do fator de relaxagdo émega. Quando ha escolha
correta de 6mega, o ndmero de iteragbes é menor em comparagao ao Gauss-Seidel. Schmidt (2012)
afirma que, o METODO 5.0.R apresenta a sequinte formula de recorréncia, partindo de valores iniciais

para x:
-1 n
[k] (k—1) [k: (k—1)
=(1- )1 5 a;;X; E 51
j=1 Jj=itl




Onde:.

i & 0 indice referente & solugao x, igual a 1 até ordem do sistema;
k é o indice referente a iteragao;

alij] é o valor de cada célula da matriz A;

blijl é o valor de cada célula do vetor b;

j & umn contador;

n é a ordemn do sistema;

tmega é o pardmetro de relaxacgao;

Para simplificar o entendimento deste programa, chamamos partes da férmula de recorréncia de
somatdrio 1 e somatdrio 2, conforme imagem a sequir:

i=1 n
: w \
(k k—1) (% k-1
x; ) = (1 —m)xf +— | b; E a;;x; |- E a,-jx.(
L j J
i =1 i=i+1

somatériol somatorio 2

Deve-se realizar os calculos das k iteragGes até o critério de parada estipulado, ou seja, até que se
encontre um erro relativo (Er) menor do que o Erro Relativo alvo (Era).

Para o caso de a solugao demorar para convergir ou nao convergir, considera-se um ndimero maximo
de iteracgdes (nit).

Abaixo segue a resolugao:
Er[0]=100

k=1

somatorio 1=0

somatdrioZ=somatdrio 2 +a[1,2]*x2[0]=0.0000+(-1.0000*0.0000)=0.0000

somatdrioZ=somatdrio 2 +a[1,3]*x3[0]=0.0000+(0.0000*0.0000)=0.0000

%#1[1]=((1-omega)*x1[0]) + ((omega/a[1,1])*(b[1] - somatério 1 - somatério 2 )= ((1-1.172)*(0.0000)) +
((1.172/2.0000) * (b[1] - 0.0000 - 0.0000) = 2.9300

somatario 1=0

somatériol=somatdrio 1 +a[2,1]*x1[0]=0.0000+(-1.0000*2.9300)=-2.9300

somatério2=somatdrio 2 +a[2,3]*x3[0]=0.0000+(-1.0000*0.0000)=0.0000

*#2[1]=((1-omega)*x2[0]) + ((omega/a[2,2])*(b[2] - somatério 1 - somatério 2 )= ((1-1.172)%(0.0000)) +
((1.172/2.0000) * (b[2] - -2.9300 - 0.0000) = 3.4750

somatdrio 1=0

somatériol=somatdrio 1 +a[3,1]*x1[0]=0.0000+(0.0000*2.9300)=0.0000

somatériol=somatdrio 1 +a[3,2]*x2[0]=0.0000+(-1.0000*3.4750)=-3.4750

%x3[1]=((1-omega)*x3[0]) + ((omega/a[3,3])*(b[3] - somatério 1 - somatério 2 )= ((1-1.172)*(0.0000)) +
((1.172/2.0000) * (b[3] - -3.4750 - 0.0000) = 4.3803

Erro relative:Er[1]=[x1[1]-x1[0]I/|x1[1]*100=(]2.9300-(0.0000)|/|2.9300|)*100=100.0000000000%
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k=2

somatdrio 1=0

somatério2=somatdrio 2 +a[1,2]*x2[1]=0.0000+(-1.0000%3.4750)=-3.4750

somatério2=somatorio 2 +a[1,3]*x3[1]=-3.4750+(0.0000%4.3803)=-3.4750

x1[2]=((1-omega)*x1[1]) + ((omega/a[1,1])*(b[1] - somatdrio 1 - somatério 2 )= ((1-1.172)*(2.9300)) +
((1.172/2.0000) * (b[1] - 0.0000 - -3.4750) = 4.4624

somatorio 1=0
somatério1=somatério 1 +a[2,1]*x1[1]=0.0000+(-1.0000*4.4624)=-4.4624

somatério2=somatdrio 2 +a[2,3]*x3[1]=0.0000+(-1.0000%4.3803)=-4.3803
%x2[2]=((1-omega)*x2[1]) + ((omega/a[2,2])*(b[2] - somatério 1 - somatério 2 )= ((1-1.172)%(3.4750)) +
((1.172/2.0000) * (b[2] - -4.4624 - -4.3803) = 6.3421

somatério 1=0

somatériol=somatdrio 1 +a[3,1]*x1[1]=0.0000+(0.0000*4.4624)=0.0000

somatdriol=somatdrio 1 +a[3,2]*x2[1]=0.0000+(-1.0000%6.3421)=-6.3421

%3[2]=((1-omega)*x3[1]) + ((omega/a[3,3])*(b[3] - somatério 1 - somatario 2 )= ((1-1.172)%(4.3803)) +
((1.172/2.0000) * (b[3] - -6.3421 - 0.0000) = 5.3071

Erro relativo:Er[2]=1x2[2]-%2[1]I/1x2[2]*100=(]6.3421-(3.4750)|/|6.3421])*100=45.2080441140%

k=3

somatdrio 1=0

somatério2=somatdrio 2 +a[1,2]*x2(2]=0.0000+(-1.0000%6.3421)=-6.3421

somatério2=somatdrio 2 +a[1,3]*x3(2]=-6.3421+(0.0000%5.3071)=-6.3421

x1[3]=((1-omega)*x1[2]) + ((omega/a[1,1])*(b[1] - somatério 1 - somatdrio 2 )= ((1-1.172)*(4.4624)) +
((1.172/2.0000) * (b[1] - 0.0000 - -6.3421) = 5.8790

somatério 1=0

somatériol=somatdrio 1 +a[2,1]*x1[2]=0.0000+(-1.0000*5.8790)=-5.8790

somatério2=somatdrio 2 +a[2,3]*x3(2]=0.0000+(-1.0000%5.3071)=-5.3071

x2[3]=((1-omega)*x2[2]) + ((omega/a[2,2])*(b[2] - somatério 1 - somatério 2 )= ((1-1.172)%(6.3421)) +
((1.172/2.0000) * (b[2] - -5.8790 - -5.3071) = 7.2222

somatdrio 1=0

somatériol=somatdrio 1 +a[3,1]*x1[2]=0.0000+(0.0000*5.8790)=0.0000

somatériol=somatdrio 1 +a[3,2]*x2[2]=0.0000+(-1.0000%7.2222)=-7.2222

%3[3]=((1-omega)*x3[2]) + ((omega/a[3,3])*(b[3] - somatério 1 - somatdrio 2 )= ((1-1.172)%(5.3071)) +
((1.172/2.0000) * (b[3] - -7.2222 - 0.0000) = 5.6634

Erro relativo:Er[3]=[x1[3]-x1[2]I/1x1[3]*100=(]5.8790-(4.4624)|/|5.8790[)*100=24.0958167084%

k=4

somatdrio 1=0

somatério2=somatdrio 2 +a[1,2]*x2([3]=0.0000+(-1.0000%7.2222)=-7.2222

somatério2=somatdrio 2 +a[1,3]*x3[3]=-7.2222+(0.0000%5.6634)=-7.2222

x1[4]=((1-omega)*x1[3]) + ((omega/a[1,1])*(b[1] - somatério 1 - somatério 2 )= ((1-1.172)%(5.8790)) +
((1.172/2.0000) * (b[1] - 0.0000 - -7.2222) = 6.1510

somatério 1=0

somatériol=somatario 1 +a[2,1]*x1[3]=0.0000+(-1.0000%6.1510)=-6.1510

somatério2=somatario 2 +a(2,3]*x3[3]=0.0000+(-1.0000*5.6634)=-5.6634

%2[4]=((1-omega)*x2[3]) + ((omega/a[2,2])*(b[2] - somatdrio 1 - somatdrio 2 )= ((1-1.172)*%(7.2222)) +
((1.172/2.0000) * (b[2] - -6.1510 - -5.6634) = 7.4390




somatdrio 1=0

somatériol=somatdrio 1 +a[3,1]*x1[3]=0.0000+{0.0000%6.1510)=0.0000

somatériol=somatdrio 1 +a[3,2]*x2[3]=0.0000+(-1.0000*7.4390)=-7.4390

x3[4]=((1-omega)*x3[3]) + ((omega/a[3,3])*(b[3] - somatério 1 - somatdrio 2 )= ((1-1.172)*(5.6634)) +
((1.172/2.0000) * (b[3] - -7.4390 - 0.0000) = 5.7292

k=5

somatdrio 1=0

somatorio2=somatorio 2 +a[1,2]*x2[4]=0.0000+(-1.0000*7.4390)=-7.4390

somatdrio?=somatorio 2 +a[1,3]*x3[4]=-7.4390+(0.0000*5.7292)=-7.4390

x1[5]=((1-omega)*x1[4]) + ((omega/a[1,1])*(b[1] - somatdrio 1 - somatdrio 2 )= ((1-1.172)*(6.1510)) +
((1.172/2.0000) * (b[1] - 0.0000 - -7.4390) = 6.2313

somatorio 1=0

somatdriol=somatorio 1 +a[2,1]*x1[4]=0.0000+(-1.0000*6.2313)=-6.2313

somatdrio2=somatorio 2 +a[2,3]*x3[4]=0.0000+(-1.0000*5.7292)=-5.7292

x2[5]=((1-omega)*x2[4]) + ((omega/a[2,2])*(b[2] - somatério 1 - somatdrio 2 )= ((1-1.172)*(7.4390)) +
((1.172/2.0000) * (b[2] - -6.2313 - -5.7292) = 7.4873

somatorio 1=0

somatdriol=somatdrio 1 +a[3,1]*x1[4]=0.0000+(0.0000*6.2313)=0.0000

somatdriol=somatorio 1 +a[3,2]*x2[4]=0.0000+(-1.0000*7.4873)=-7 4873

x3[5]=((1-omega)*x3[4]) + ((omega/a[3,3])*(b[3] - somatdrio 1 - somatdrio 2 )= ((1-1.172)*(5.7292)) +
((1.172/2.0000) * (b[3] - -7.4873 - 0.0000) = 5.7462

Erro relativo:Er[5]=|x1[5]-x1[4]I/x1[51*100=(|6.2313-(6.1510)|/]6.2313|)*100=1.2883368853%

k=6

somatorio 1=0

somatorio2=somatorio 2 +a[1,2]*x2[5]=0.0000+(-1.0000*7.4873)=-7 4873

somatdrio?=somatorio 2 +a[1,3]*x3[5]=-7.4873+(0.0000*5.7462)=-7 4873

x1[6]=((1-omega)*x1[5]) + ((omega/a[1,1])*(b[1] - somatdrio 1 - somatdrio 2 )= ((1-1.172)*(6.2313)) +
((1.172/2.0000) * (b[1] - 0.0000 - -7.4873) = 6.2458

somatdrio 1=0

somatdriol=somatorio 1 +a[2,1]*x1[5]=0.0000+(-1.0000*6.2458)=-6.2458

somatdrio2=somatorio 2 +a[2,3]*x3[5]=0.0000+(-1.0000*5.7462)=-5.7462

x2[6]=((1-omega)*x2[5]) + ((omega/a[2,2])*(b[2] - somatério 1 - somatdrio 2 )= ((1-1.172)*(7.4873)) +
((1.172/2.0000) * (b[2) - -6.2458 - -5.7462) = 7.4975

somatdrio 1=0

somatdriol=somatdrio 1 +a[3,1]*x1[5]=0.0000+(0.0000*6.2458)=0.0000

somatdriol=somatorio 1 +a[3,2]*x2[5]=0.0000+(-1.0000*7.4975)=-7 4975

x3[6]=((1-omega)*x3[5]) + ((omega/a[3,3])*(b[3] - somatdrio 1 - somatdrio 2 )= ((1-1.172)*(5.7462)) +
((1.172/2.0000) * (b[3] - -7.4975 - 0.0000) = 5.7492

Erro relativozEr[6]=|x1[6]-x1[5]I/1x1[6]*100=(|6.2458-(6.2313)|/|6.2458])*100=0.2320717011%

k=7

somatorio 1=0

somatdrio2=somatorio 2 +a[1,2]*x2[6]=0.0000+(-1.0000*7.4975)=-7.4975

somatdrio?=somatorio 2 +a[1,3]*x3[6]=-7.4975+(0.0000*5.7492)=-7 4975

x1[7]=((1-omega)*x1[6]) + ((omega/a[1,1])*(b[1] - somatério 1 - somatdrio 2 )= ((1-1.172)*(6.2458)) +
((1.172/2.0000) * (b[1] - 0.0000 - -7.4975) = 6.2492

somatdrio 1=0
somatoriol=somatorio 1 +a[2,1]*x1[6]=0.0000+(-1.0000%6.2492)=-6.2492
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somatario2=somatdrio 2 +a[2,3]*x3[6]=0.0000+(-1.0000*5.749 2}=-5.?492
x2[7]=({1-omega)*x2[6]) + ((omega/a[2,2])*(b[2] - somatdrio 1 - somatdrio 2 )= ({1-1.172)*(7.4975)) +
((1.172/2.0000) * (b[2] - -6.2492 - -5.7492) = 7.4995

somatdrio 1=0

somatdriol=somatorio 1 +a[3,1]*x1[6]=0.0000+(0.0000%6.2492)=0.0000

somatdriol=somatorio 1 +a[3,2]*x2[6]=0.0000+(-1.0000*7.4995)=-7.4995

x3[7]=((1-omega)*x3[6]) + ((omega/a[3,3])*(b[3] - somatdrio 1 - somatério 2 )= ((1-1.172)%(5.7492)) +
((1.172/2.0000) * (b[3] - -7.4995 - 0.0000) = 5.7499

Erro relativo:Er[7]=1x1[7]-x1[6]1/1x1[7]*100=(|6.2492-(6.2458)|/|6.2492()*100=0.0552003988%

Em resumao:

ITERAGAD x1 x2 X3 ERRO(%)
1 2.930 3.475 4.380 100.0
2 4.462 6.342 5.307 45.21
3 5.879 7.222 5.663 24.10
4 6.151 7.439 5729 4.423
5 6.231 7.487 5.746 1.288
6 6.246 7.497 5.749 0.2321
7 6.249 7.500 5.750 0.05520

A seguir apresenta-se o algoritmo principal para a resolugdo de sistema linear pelo método SOR:

Sistemas lineares pelo Méltodo 5.0.R

Entrada: Vabores de o', A, b, mir, Fra e omepa
Saida: Valorde 1/ ke EFY
1 imicin
2 k=1
] P! *
4 enpuanto & < ait ¢ Er° = Era faga
] Cial | = ovmepa)r'd! R LT Ny '_.-_|“|,_' gt I|
k=&k+1
¥ fim
& lim
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APENDICE D — EXEMPLO DO PROGRAMA METODO DOS GRADIENTES
CONJUGADOS

Seja 0 exemplo das Figuras 49 e 40 como dados de entrada e o resultado final
para o programa “SISTEMA LINEAR — GRADIENTES CONJUGADOS”, o relatorio

esta representado na Figura 55 a seguir:

Figura 55- Relatorio PDF referente ao exemplo numérico pelo METODO DOS
GRADIENTES CONJUGADOS

' MEV: Miicleo de Engenharia Virtual
Titubo: Sistemas Lineares pelo Método dos Gradientes Conjugados
Data: 12/12/2021
MITITUTO MSAAL DA Autor: Felipe Santana Pena
==.inuucl.n CENCRA TN Orientador: Prof. Gustavo Cabrelli Mirschl
Tipa: Iniciagdo Cientifica com Bolsa Institucional/Trabalho & Conclus8o de Curso
Curso: Engenharia Civil

A matriz segue o modelo abaixo

all al2 alm Bl
an an2 am b2

anl and - ann bn

Ordem da Matriz =2

Matriz Completa:

8.00000000 | 2.00000000 | 2.00000000
2.00000000 | 3.00000000 | 4.00000000

0 numero maximo de iteragdes é: nit= 50
0 erro relativo alvo é: Era=0.1

A solugdo inicial, x(0,1), x(0,2),...x(0,n) (iteragado 0), &

0.00000000 | 0.00000000 |

Determinante = 20

De acordo com Andretta e Toledo (2012), o METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS trata-se de um
método de relaxacgBo iterativo, ou seja, tem-se solugGes que ndo sBo necessariamente exatas
(resumindo: Ax-b é diferente de zero). Essa perturbagdo entre o vetor b e o vetor Ax recebe o nome de
residuo, dado por:

rl = p— 4x®

Dessa forma, para a primeira iteragao, cria-se uma sequéncia de valores de x que convergem para a
solugdo do sistemas Ax=b, definida por:

i) k-1) 1)

N3] i
xW=x + gy

Onde:

k é o indice referente a iteragao

a é o pardmetro utilizado para regular o tamanho dos passos (explicado a seguir)
r é o residuo

Segundo Santos (2008), é a definido por:
(r(OT (@
{r[D]}TA],.(n]




Andretta e Toledo (2012) completam que a escolha de n diregGes linearmente independentes,

(d0,d1,....dn), definidas pela equagio abaixo & o grande diferencial do método.
dE) = plk ]:I+I|3|:k ”d:ia 1)

Sendo B definido por:
plk=1)7 L(k-1)
B ple=2}7 . ik=3)

Para calcular os proximos valores de x, temos:

XU = g lR-1) 4 ]"'lx'dm]
L)

Onde:

k é o indice referente & iteragdo

¥ € o pardmetro utilizado para regular o tamanho dos passos (explicado a seguir)
d é a diregdo de minimizagio do residuo

Por fim,y & definido por:
r..c.lf—l]""1,.(.l.:—1]

Yoo = " 40T gt

Além disso, no algoritmo presente neste trabalho, utilizamos o conceito de norma vetorial, para
calcular os erros de cada iteragdo. A norma vetorial, para um vetor v qualguer de n linhas, é definida
por:

n
||t"|| = |E p;‘-'
.J i=1

Abaixo segue a resolugdo:
Er[0]=100
k=1

r0,1]=al1,1]*x1[0}-b[1]=8.0000*0.0000-2.0000=-2.0000
rl0,2]=a[2,1]*x2[0}-b[2]=2.0000*0.0000-4.0000=-4.0000

r0]=0

r{0]2=r{0]2+r{0,1]2=0.0000+-22=4
rl0]2=r[0]2+1[0,2]2=4.0000+-4%2=20
Irfoll=(r[0]2)*(1/2)=(20)*(1/2)=4.47213595499958

d[1,1]=-r{0,1]=2.0000
d[1,2]=-r{0,2]=4.0000

a=(r{0]T*r[0])/ (A*r[0]T*r[0])=20.0000/112.0000=0.1786
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¥[1,1)=x[0,1]+a*d[0,1]=0.0000+0.35714285714285715=0.3571

¥[1,2]=x[0,2]+a*d[0,2]=0.0000+0.7142857142857143=0.7143

(x[1]-x{0])2=0

([ 1]-x[0])2=(x[1]}-(x[O])2+(x[1,1]-%[0,1])2=0.0000+0.357142857142857152=0.12755102040816327
(x[1]-x[0])2=(x[1]}-(x[0])2+(x[1,2]-x[0,2])2=0.1276+0.71428571428571432=0.6377551020408163
Iix[1]-x[0]lI=(x[1}-x[0])2)*(1/2)=(0.6377551020408163)*(1/2)=0.7985957062499249

*[1]2=0
x[1]2=x[1]2+x[1,1]2=0.0000+0.357142857142857152=0.12755102040816327
x[1]2=x[1]2+x[1,2]2=0.1276+0.71428571428571432=0.6377551 020408163
(1 01=(x[1]2)*(1/2)=(0.6377551020408163)"(1/2)=0.7985957062499249

[1x[1]-=[0]II*100=0.7985957062499249*100=79.8505706249925%
([ 1-=[O1I1/11x[1]11*1 00=(0.7985957062499249/0.7985957062499249*100=100.0000%

f1,1]=r[0,1]+a*al1,11*d[1,1]=-2+0.1786*24=2.2857142857 142856
f1,2]=r[0,2]+a*al2,11*d[1,2]=-4+0.1786*16=-1.1428571428571428

k=2

f1]>=0
[ 1]2=r{1]241[1,1]2=0.0000+2.2857142857142856"2=5.224489795918367
f12=r1]241[1,2]2=5.2245+1.1428571428571428%2=6 530612244897958

K II=(r[112)%(1/2)=(6.530612244897958)"(1/2)=2.5555062509097593
IIF11*100=(6.530612244897958)*{1/2)=2.5555062599997593*1 00=255.5506260000%

B=(r[1]T*r[1])/r[0]T*r[0])=6.5306/20.0000=0.3265

d[2,1]=-t[1,11+p*d[1,1]= -(2.2857142857142856)+0.32653061224489793*2=-1.63265306 12244898
d[2.2]=-t[1,2]+p*d[1,2]= -(-1.1428571428571428)+0.32653061224489793*4=2. 448979591836 7347

y=(r[11T*r[2])/ (A*d[2] T*d[2])=6.5306/23.3236=0.2800

x[2,1]=x[1,1]+y*d[2,1]=0.35714285714285715+0.2800*1.6326530612244898=-0.1000
x[2,2]=x[1,2]+y*d[2,2]=0.7142857142857143+0.2800*2.4489795918367347=1.4000

(x[2]-x[1])2=0

(x[2]-x1])2=(x{2}-(x[1])2+(x[2,1]-%[1,1])2=0.0000+-0.457142857142857132=0.2089 7959183673467
(x[2]-x[1])2=(xl2)-(x[1])2+(x[2,2]-%[1,2])2=0.2090+0.68571428571428562=0.6791836734693876
IIx[2]-x[1]I1=(x[2}-x[1])2)"(1/2)=(0.6791836734693876)"(1/2)=0.8241260058203403

®[2]2=0
x[2]2=x[2]2+x[2,1]2=0.0000+-0.099999999999999982=0.009999999999999995
x[2]2=x[2]2+x[2,2]2=0.0100+1.42=1 9699999999999998
IIx[2]l1=(x[2]2)*(1/2)=(1.9699999999999998)*(1/2)=1.40356688476182

Ix[2}-x[1]11*100=0.8241260058203403*100=82.41260058203403%
Ix[2]-x[111/11x[2])1*1 00=(0.8241260058203403/1.40356688476182)*100=58.7165%

r[2,1]=r[1,1]+y*A*d([2,1]=2.2857142857142856+0.2800*-8.16326530612245=0.00000000
r2,21=r{1,2]+y*A*d[2,2]=-1.1428571428571428+0.2800%4.081632653061225=0.00000000

f2l=0
f[2=r{2]7+r[2,1]?=0.0000+0*2=0
f[2]2=r[2]2+r[2,2]2=0.0000+0%2=0

IF[21l1=(r{2]*)*(1/2)=(0)"(1/2)=0
lIr211*100=(0)*{1/2)=0*100=0.0000000000%

100



ITERAGAD x1 x2 ERRO ERRO ERRO
RELATIVO RELATIVO RELATIVO
1(%) 2(%) 3(%)
1 0.3571 0.7143 255.5506 79.8596 100.0000
2 -0.1000 1.400 0.0000 82.4126 58.7165
A seguir apresenta o algoritmo principal para a resolugéo de sistema linear pelo método dos
Gradientes Conjugados:
Algoritmo Gradientes Conjugados

Entrada: Valores de x'”, b. Era, nit e A.
Saida: x*)_ ke Er®)

1 inicio
2 E=1s
3 | D = AXO) —
1 se Er) — ||AY)| < Era entio
5 | devotva x™ como solugdo e pare
3 fim
s d A1),
a7t
s a® — 2 r .
& 0T Ar )

’ 20— e=1) o (8) g(8).

m n (k-1 k |I"‘ rl 1 A o
10 | sekErt = || — N < Eraou < Era entdo
1 | devolvax® como solugio ¢ pare
12 fim
13 rit) — f&=1) 4 q)A4E),
u | k=X
15 | enquanto k < nit ou Er%) > Era faca
16 se [rf* V| < Era entdo
17 | devolva x* ") como solugio ¢ pare
18 fim

)

(k1) _ A0 AN,
" B T
2% d®) — _ k1) gl 1) gia-1)

(6 Py :',u ",
zl r dl M:l *
» rlt) — glk 1) | rmd k).

! P ; L&) g1 -

i} se Erib) = |[x® —x&- V|| < Era uun—Wu- Fra entio
4 I devolva x*! como solugdo ¢ pare
2 fim
% A8 — 1) A4 .
7 k=k+1
b} fim
2 Escreva o método falhou para o ndmero de iteragbes mdximo

3 fim
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APENDICE E — IMPLANTACAO DOS ALGORITMOS PRINCIPAIS EM

JAVASCRIPT
- METODO OR:

function sistemaqr(n,b,a){
vetor=[];

for(i=1;i<=n;i++){
vetor[i+',1']=a[i+',11; //ql-al
}

for(j=2;j<=n;j++){
for(i=1;i<=n;i++){
vetor[i+','+j]=a[i+','+j];

}

for(jd=(j-1);jd>=1;jd--}{
somagr=[J;
for(i=1;i<=n;i++){
somagr[i]=0;

}

vetora=[];
for(i=1;i<=n;i++){
vetorali]=a[i+',"+j];

}

vetorb=[];
for(i=1;i<=n;i++){
vetorb[i]=vetor[i+','+jd];

}
multveta(vetora,vetorb,n);
cima=resmultveta;
multvetb(vetorb,vetorb,n);
baixo=resmultvetb;
coef=cima/baixo;

for(i=1;i<=n;i++){

somagr[i]=(cima/baixo)*vetorbli];

}

for(i=1;i<=n;i++){

vetor[i+','+j]=vetor[i+','+j]-somaqr]i];

}
}
}

matrizQ=[]
for(j=1;j<=n;j++){

somanorma=0
for(i=1;i<=n;i++){
somanormal=somanorma.toFixed(4);
somanorma=somanorma+Math.pow(vetor[i+','
+1,2);
}
normaresult=Math.sqgrt(somanorma);
for(i=1;i<=n;i++){
matrizQl[i+','+j]=vetor[i+',"+j]/normaresult;
}
}
matrizgtransp=[]
for(i=1;i<=n;i++){

for(j=1;j<=n;j++){
matrizgtransp[i+','+j]=matrizQ[j+','+i];
}
}
multiplicacaodematriz(matrizgtransp,n,n,a,n,n);
matrizR=[]
for(i=1;i<=n;i++){
for(j=1;j<=n;j++){
matrizR[i+',"+j]=resmult[i+','+j];
}
}
bi=]
for(i=1;i<=n;i++){
for(j=1;j<=1;j++){
bi[i+',"+j]=b[i];
}
}

multiplicacaodematriz2(matrizgtransp,n,n,bi,n,
1);

y=ll

for(i=1;i<=n;i++){



for(j=1;j<=n;j++){
yli+', +j]=resmult2[i+',"+];
}
}
yi=[]
for(i=1;i<=n;i++){

for(j=1;j<=1;j++}
yilil=y[i+", +l;

}

}

sistemasuperior(n,yi,matrizR); }

- METODO S.O.R:

function
sistemasor(n,b,a,nit,Era,x,omega){

Er=[]; //criar o vetor

Er[0]=100; //valor inicial de 100% para poder entrar
no while

k=1; //nimero da iteracao
while(Er[k-1]>Era && k<=nit }{
kfix=Number(k).toFixed(0);
for(i=1;i<=n;i++){

somaa=0;

if(i>1){

for(j=1;j<=(i-1);j++){
somaal=somaa.toFixed(4);
somaa=somaa+a[i+','+j]*x['e'+k+","+j];
afix=Number(ai+','+j]).toFixed(4);
xfix=Number(x['e'+k+','+j]).toFixed(4);

}

}

somab=0;

if(i<n){

for(j=(i+1);j<=n;j++){
somabl=somab.toFixed(4);
somab=somab+a]i+','+j]*x['e'+(k-1)+','+j];
afix=Number(a[i+','+j]).toFixed(4);
xfixo=Number(x['e'+(k-1)+',"+]]).toFixed(4);
}

} if

(a[i+','+i]==0) { //na diagonal
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alert('Erro: Algum elemento da diagonal é nulo.");
return; //para o programa

}

x['e'+k+",'+i]=((1-omega)*x['e'+(k-
1)+','+i])+((omega/a[i+','+i])*(b[i]-somaa-somab));
bfix=Number(b[i]).toFixed(4);
xfixx=Number(x['e'+(k-1)+",'+i]).toFixed(4);
afix1=Number(a[i+','+i]).toFixed(4);
somabl=somab.toFixed(4);
somaal=somaa.toFixed(4);

}

Er[k]=(Math.abs(x['e'+k+',1"]-x['e"+(k-
1)+',1)/Math.abs(x['e'+k+',1']))*100;
xfix=Number(x['e'+k+',1).toFixed(4);
xfix1=Number(x['e'+(k-1)+',1).toFixed(4);

me=1;

for(c=2;c<=n;c++){ //para cada coluna ou solucéo, a
partir da 2

if(Math.abs((x['e'+k+",'+c]-x['e"+(k-
1)+','+c])/Math.abs(x['e'+k+','+c]))*100>Er[k]) {
Er[k]=(Math.abs(x['e'+k+','+c]-x['e'+(k-
1)+''+c])/Math.abs(x['e'+k+','+c]))*100;
xfix=Number(x['e'+k+',"+c]).toFixed(4);
xfix1=Number(x['e'+(k-1)+','+c]).toFixed(4);
me=c;

}

}

k=k+1;

if ((k-1)==nit) {

break; //sai do lagco enquanto

}
}

- METODO DOS GRADIENTES
CONJUGADOS:

function sistemagrad(n,b,a,nit,Era,xi){
inormaresult1=[];

inormaresult2=[];

inormaresult3=[];

k=1

kfix=Number(k).toFixed(0);

ximult=[];

for(i=1;i<=n;i++){ //linhas



for(j=1;j<=1;j++){ //colunas
ximult[i+','+j]=xi['€0,"+i];

}

}

multiplicacaodematriz(a,n,n,ximult,n,1); /Isai
resmult[], ordem n x 1

residuo=[] //cria vetor (r)

for(i=1;i<=n;i++){

for(j=1;j<=1;j++){
residuo['e'+(k-1)+",'+i+','+j]=resmult[i+','+j]-b[i];
residuofixed=Number(residuo['e'+(k-
1)+','+i+''+j]).toFixed(4);
xOfix=Number(xi['e0,'+i]).toFixed(4);
afix=Number(a[i+','+j]).toFixed(4);
bfix=Number(bli]).toFixed(4);

}

}

terminar=0; //n&o para o programa
residuonorma=[] //cria o vetor que vai entrar
for(i=1;i<=n;i++){

for(j=1;j<=1;j++){
residuonorma(i+','+j]=residuo['e'+(k-1)+''+i+''+];
}

}

normaeuclidiana(residuonorma) ;
inormaresultl[k-1]=normaresult*100;
inormaresult2[k-1]="-';
inormaresult3[k-1]="-";
normafix=Number(normaresult*100).toFixed(4);
if (normaresult*100<Era) {

terminar=1;

alert('x inicial é a resolucéo do sistema’)
}
if(terminar==0){
distancia=[] //cria vetor E O P
for(i=1;i<=n;i++){
for(j=1;j<=1;j++){
distancia['e'+(k)+',+i+','+j]=-residuo['e'+(k-
1)+, '+i+' 4]
residuofixx=Number(-residuo['e'+(k-
1)+, '+i+',"+]]).toFixed(4);
}
}

residuot=[] //cria vetor (rt)
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for(i=1;i<=1;i++){

for(j=1;j<=n;j++){
residuot[i+','+j]=residuo['e'+(k-1)+',"+j+","+i];
}

}

residuotemp=([] //cria vetor

for(i=1;i<=n;i++)X{

for(j=1;j<=1;j++){
residuotemp[i+','+j]=residuo['e'+(k-1)+","+i+','+];
}

}
multiplicacaodematriz(residuot,1,n,residuotemp,n,1);
/Isai resmult[i+','+j], ordem n x 1
for(i=1;i<=1;i++){

for(=1;j<=1;j++){

residuotm=resmult[i+','+j]; //r0T*r0

}

}

multiplicacaodematriz(residuot,1,n,a,n,n); /Isai
resmult[i+','+j], ordem n x 1

residuota=[] //cria vetor

for(i=1;i<=1;i++){

for(i=L;j<=n;j++}{

residuotali+','+j]=resmult[i+','+j];

}

}

multiplicacaodematriz(residuota,1,n,residuotemp,n,1
); //sai resmult[i+','+j], ordem n x 1
for(i=1;i<=1;i++){

for(j=1;j<=1;j++){

residuotam=resmult[i+','+j]; /parte de baixo toda
}

}

beta=residuotm/residuotam; //é 0 q
residuotmfix=residuotm.toFixed(4);
residuotamfix=residuotam.toFixed(4);
betafix=beta.toFixed(4);

betadist=[] //cria vetor

for(i=1;i<=n;i++){

for(=1;j<=1;j++){
betadist[i+','+j]=beta*distancia['e'+(k)+','+i+','+]];
/lq1*pl
betadistfix=Number(betadist[i+','+j]).toFixed(4);

}



}

for(i=1;i<=n;i++){

for(j=1;j<=1;j++)}{

IIxi['e0,"+i];

xi['e'+(K)+','+i] = ((xi['e'+(k-1)+','+i]+betadist[i+','+]]));
xifix=Number(xi['e'+(k)+','+i]).toFixed(4);
xifixx=Number(xi['e'+(k-1)+','+i]).toFixed(4);
}

}

terminar=0;

xknorma=[]

for(i=1;i<=n;i++){

for(j=1;j<=1;j++)Y{
xknormal[il=xi['e'+(k)+','+i];

}

}

xkmenosnorma=[]

for(i=1;i<=n;i++){

for(=1;j<=1;j++){
xkmenosnorma[i]=xi['e'+(k-1)+",'+i];

}

}

inormaresult1[k]="-"
menosnormaeuclidiana(xknorma,xkmenosnorma)
inormaresult2[k]=normaresult2*100;
normaeuclidianax(xknorma);
inormaresult3[k]=(normaresult2/normaresult3)*100;
norma2fix=Number(normaresult2*100).toFixed(4);
norma3fix=Number((normaresult2/normaresult3)*10
0).toFixed(4);

terminar=0

if((normaresult2*100<Era)||(normaresult2/normares
ult3)*100<Era) {
terminar=1
alert('x1 (passo 5) é a resolugéo do sistema’);
k=k+1; //ok, ta no k=1 e devlve x1
}
if(terminar==0){
distanciakmult=[]
for(i=1;i<=n;i++){
for(j=1;j<=1;j++){
distanciakmult[i+','+j]=distancia['e'+(k)+','+i+',"+]];

}
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}

multiplicacaodematriz(a,n,n,distanciakmult,n,1);
/IA*pl

for(i=1;i<=n;i++){

for(j=1;j<=1;j++){
residuo['e'+(K)+','+i+','+j]=residuo['e'+(k-

1)+, '+i+",'"+j]+beta*resmult[i+',"+j];
residuokfixed=Number(residuo['e'+(k)+','+i+','+j]).toF
ixed(4);

}

}

k=2;

kfix=Number(k).toFixed(0);

while (k<=nit){

residuonorma2=[]

for(i=1;i<=n;i++){

for(j=1;j<=1;j++)}{
residuonorma2[i+','+j]=residuo['e'+(k-1)+','+i+','+]];
}

}

normaeuclidiana(residuonorma?2);
inormaresultl[k-1]=normaresult*100;
inormaresultfix=Number(inormaresult1[k-
1]).toFixed(10);

if(normaresult*100<Era){

break; //sai do lago enquanto

}

residuokt=[] //cria vetor (rt)
for(i=1;i<=1;i++){

for(j=1;j<=n;j++){
residuokt[i+','+j]=residuo['e'+(k-1)+","+j+','+i]
}

}

residuoktemp=[]

for(i=1;i<=n;i++){

for(j=1;j<=1;j++){
residuoktempli+','+j]=residuo['e"+(k-1)+',"+i+","+];
}

}

multiplicacaodematriz(residuokt,1,n,residuoktemp,n,
1); //sai resmultfi+','+j], ordem n x 1
for(i=1;i<=1;i++){

for(j=1;j<=1;j++){

residuoktm=resmultfi+',"+j];



residuoktmfix=residuoktm.toFixed(4);

}
}

residuoktdois=[] //cria vetor (rt)
for(i=1;i<=1;i++){

for(j=1;j<=n;j++){
residuoktdois[i+','+j]=residuo['e'+(k-2)+","+j+','+i]
}

}

residuokdoistemp=[]

for(i=1;i<=n;i++){

for(j=1;j<=1;j++)}{
residuokdoistempli+,“+j|=residuo['e'+(k-2)+', +i+,+;
}

}

multiplicacaodematriz(residuoktdois,1,n,residuokdoi
stemp,n,1)

for(i=1;i<=1;i++){

for(=1;j<=1;j++){

residuoktn=resmultfi+',"+j];
residuoktnfix=residuoktn.toFixed(4);

}

}

alpha=residuoktm/residuoktn;
alphafix=alpha.toFixed(4);

for(i=1;i<=n;i++){

for(j=1;j<=1;j++){
distancia['e'+(k)+','+i+','+j]=-residuo['e'+(k-
1)+','+i+'+j]+alpha*distancia['e'+(k-1)+","+i+','+j]
}

}

residuokkt=[] //cria vetor (rt)
for(i=1;i<=1;i++){

for(j=1;j<=n;j++){
residuokkt[i+','+j]=residuo['e'+(k-1)+','+j+','+i];
}

}

residuokktemp=([] //cria vetor

for(i=1;i<=n;i++){

for(j=1;j<=1;j++){
residuokktempli+','+j]=residuo['e'+(k-1)+','+i+","+]];
}

}
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multiplicacaodematriz(residuokkt,1,n,residuokktemp,
n,1); //sai resmult[i+','+j], ordem n x 1
for(i=1;i<=1;i++){

for(j=1;j<=1;j++)Y{

residuotmk=resmult[i+','+j];

}

}
distanciakkt=]]

for(i=1;i<=1;i++){

for(j=1;j<=n;j++){
distanciakkt[i+','+j]=distancia['e'+(k)+',"+j+',"+i];
}

}

multiplicacaodematriz(distanciakkt,1,n,a,n,n);  //sai
resmult[i+','+j], ordem n x 1

distanciakkta=[] //cria vetor

for(i=1;i<=1;i++){

for(j=1;j<=n;j++){
distanciakkta[i+','+jJ=resmult[i+','+j];

}

}
distanciakkkt=[]

for(i=1;i<=n;i++){

for(j=1;j<=1;j++){
distanciakkkt[i+','+j]=distancia['e'+(k)+',"+i+','+];
}

}

multiplicacaodematriz(distanciakkta,1,n,distanciakkk
t,n,1); //sai resmult[i+','+j], ordem n x 1
for(i=1;i<=1;i++){

for(j=1;j<=1;j++){

distanciafinal=resmult[i+','+j];

}

}

distanciafinalfix=distanciafinal.toFixed(4);
residuotmkfix=residuotmk.toFixed(4);
beta=residuotmk/distanciafinal
betakfix=Number(beta).toFixed(4);

alphadist=[] //cria vetor

for(i=1;i<=n;i++){

for(j=1;j<=1;j++){
alphadist[i+','+j]=beta*distancia['e'+(k)+','+i+","+]];
/lgl*pl

}



}

for(i=1;i<=n;i++){

for(j=1;j<=1;j++)}{

xi['e'+(k)+','+i] = (xi['e'+(k-1)+','+i]+alphadist[i+','+]]);
xifixxx=Number(xi['e'+(k)+','+i]).toFixed(4);

}

}

xknorma=[]
for(i=1;i<=n;i++){
for(j=1;j<=1;j++){
xknormal[i]=xi['e'+(k)+','+i];
}

}

xkmenosnorma=[]
for(i=1;i<=n;i++){

for(j=1;j<=1;j++)Y{
xkmenosnorma[i]=xi['e'+(k-1)+",'+i];
}

}

inormaresultl[k]="-'; //tem nos célculos anteriores
menosnormaeuclidiana(xknorma,xkmenosnorma)
inormaresult2[k]=normaresult2*100;
normaeuclidianax(xknorma);
inormaresult3[k]=(normaresult2/normaresult3)*100;

normaz2fix=Number(normaresult2*100).toFixed(4);

norma3fix=Number((normaresult2/normaresult3)*10

0).toFixed(4);
terminar=0
if((normaresult2*100<Era)||(normaresult2/normares
ult3)*100<Era) {
terminar=1
alert('x é a solugdo no passo 13";
k=k+1; //ok, devolve xk
}
if(terminar==0){
distanciafinalll=[]
for(i=1;i<=n;i++){
for(j=1;j<=1;j++){
distanciafinalll[i+','+j]=distancia['e'+(k)+','+i+","+]];
}
}
multiplicacaodematriz(a,n,n,distanciafinalll,n,1);
for(i=1;i<=n;i++){
for(j=1;j<=1;j++){
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teste=resmult[i+',"+j];
teste2=residuo['e'+(k-1)+',"+i+',"+]]
residuo['e'+(k)+','+i+','+j]=teste2+beta*teste;
residuofinal=Number(residuo['e'+(k)+','+i+",'+j]).toFix
ed(8);



