o INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAO
TECNOLOGICA

Av. Jerbnimo Figueira da Costa, 3014 - Bairro Pozzobon.
INSTITUTO FEDERAL CEP 15503-1lQ - Votuporanga - SP
www.ifsp.edu.br

mgTO TRANSLATE THIS DOCUMENT, DOWNLOAD THE PDF REPORT AND
TRANSLATE ON https://www.onlinedoctranslator.com/pt/ (FREE - GENERATE COMPLETE PDF TRANSLATED FILE) OR
TRANSLATE ON https://translate.google.com/ (SELECT DOCUMENTS - FREE - BUT ONLY TRANSLATE TEXT)

ESFORCOS DE ESTRUTURAS
LINEARES PLANAS ISOSTATICAS

Prof. Me. Gustavo Cabrelli Nirschl

Outubro de 2023



POR QUE ESTE TEXTO FOI ESCRITO?

Escrevi este texto porque o calculo de diagramas de estruturas isostéticas € a base
para todas as analises estruturais e eu mesmo nao consegui aprender solidamente
na graduacdo na UNESP llha Solteira. J& mestre em engenharia de estruturas pela
USP Séo Carlos, fui a uma entrevista de emprego e o entrevistador ndo quis saber
do meu curriculum, mas sim me deu um pértico simples e pediu que eu desenhasse
o diagrama de momento fletor. N&o fui capaz! Depois trabalhei por anos em empresa
de calculo estrutural e finalmente entendi e compreendi o assunto. Hoje sou
professor na area de estruturas e quero passar o conhecimento, procurando ajudar o
estudante ou profissional a entender de vez os diagramas. Meus alunos sempre
pedem para eu escrever, pois muitos ndo entendem o assunto mesmo no final da
graduacdo. Quero que o leitor, ao final, pense como eu agora: € muito facil!

QUAL E O OBJETIVO DESTE TEXTO?

Pretende-se aqui reunir em um RESUMO as principais caracteristicas do calculo dos
diagramas de estruturas lineares planas, ou seja, € um roteiro de visdo geral sobre o
assunto apenas. Também séao feitas algumas correlagcdes com a pratica profissional.
Para aprofundamento, o leitor deve procurar as bibliografias consolidadas.

PARA QUEM E ESTE TEXTO?
Este texto é direcionado a qualquer pessoa, porém a linguagem faz parte da area da
Engenharia Civil.

POR QUE HA POUCAS REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS?

Porque o texto foi quase todo criado a partir das experiéncias do autor, sem copiar
nenhum outro texto. Pode haver coincidéncia de algum exemplo com algum exemplo
de algum livro. Neste caso, por favor, o autor que se sentir prejudicado deve entrar
em contato, sendo que o exemplo serd modificado ou retirado. O autor usou e indica
o programa FTOOL para verificacdes dos resultados e estudo de outras estruturas.

E POSSIVEL ENTRAR EM CONTATO COM O AUTOR?
Sim. Toda contribuicdo € bem-vinda e o objetivo é ter um texto o mais claro e
simples possivel. Por favor, envie e-mail para nirschi@gmail.com.

E PERMITIDO COMPARTILHAR?
Sim, desde que nao cobre nada.

E PERMITIDO CITAR?
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1 GRAU DE HIPERESTATICIDADE
Este texto € sobre estruturas lineares planas isostaticas. Entdo, é necessario

relembrar e definir quais tipos de estruturas se enquadram nesta teoria. As vigas e
0s porticos sdo as primeiras estruturas que vém a cabeca, certo? Por exemplo:

g
VAV

A

JAN

N&o existe uma unica maneira de calcular o grau de hiperestaticidade “G” das
estruturas e este € um assunto para outro texto. Uma forma bem aceita na
Engenharia Civil é:

G = (B - 3C - 2N) + (3*q)

Em que:

B é o nimero de barras! da estrutura (barras de vinculos internos e externos +
barras de trelica + tirantes e escoras)

C é o nimero de chapas? da estrutura (separadas por rétulas)

N é o nimero de nés?® da estrutura (que ligam barras)

g € o numero de “quebras” necessarias para tornar a estrutura aberta (quando ela for
fechada, obviamente). Se for uma estrutura aberta, g = 0. Obs: barras nao fecham a
estrutura, somente as chapas o fazem.

Fisicamente:
a) A estrutura E_ RESTRINGIDA e o nimero de incognitas € igual ao nimero de
equacdes de equilibrio: ISOSTATICA (G = 0).
b) A estrutura E RESTRINGIDA e o nimero de incognitas € maior que o nimero de
equacdes de equilibrio: HIPERESTATICA (G > 0).
) A estrutura ndo é restringida ou o nimero de incognitas € menor que o0 numero de
equacdes de equilibrio: HIPOSTATICA (G < 0).

! Elemento da estrutura que transmite apenas esforcos de tracdo e compressdo. N&o transmite flexdo. Ex: barras
de uma trelica. Encontra-se ainda expressdes como BARRA DE TRELICA ou BARRA RIGIDA.

2 Elemento que serve para transmitir todos os esforcos existentes nas estruturas (tragdo, compressao e flex&o).
Ex: viga sujeita a flexdo. Em outro contexto, CHAPA também ¢é a classificagdo de estruturas planas submetidas
somente a agdes no seu plano. Ex: paredes. Uma laje é uma estrutura plana classificada como PLACA, e ndo
chapa, porque recebe acdes perpendiculares ao seu plano.

3 E uma articulagdo que une duas ou mais barras.



De inicio, o leitor pode ndo se lembrar de todas as definicbes para calcular o
“G”, mas algumas coisas ja podem ser discutidas:

- se a estrutura ndo tem rétulas nem tirantes (ou escoras) e nem é fechada, s6 tem
uma chapa “C”, “B” € somente o numero de reagdes “r’ de apoio (3 para engaste, 2
para apoio simples e 1 para apoio movel) e “q=0". Entdo a equacédo € G=r-3. Eu diria
gue estdo neste grupo a maioria das estruturas de engenharia civil: as vigas e os
pérticos. E, nessas condicdes, a estrutura fechada mais simples ja sera
hiperestatica, pois soma-se “3*q” ao “G”.

- se a estrutura for uma trelica, “C=0" e “q=0", pois barras ndo fecham a estrutura.
Entdo a equacéao fica G=B-2N

Nos exemplos do texto serdo calculados os “G” para o leitor relembrar.
1.1 SOBRE OS VINCULOS

Os vinculos das estruturas sao escolhidos, na fase de projeto, pelo
engenheiro, de acordo com sua experiéncia, com o material e tipo de ligacéo
escolhido, com o tipo de fundacdo escolhido ou com alguma imposicao
arquitetbnica. Feita a escolha, montado o modelo e realizados os calculos, 0s
vinculos devem ser executados conforme o projeto.

Os vinculos mais usuais sdo o0 engaste, o0 apoio fixo e o apoio mével. Entdo o
engenheiro escolhe o material e detalha a ligacdo, que deve corresponder com a
realidade a ser executada. Outro texto poderia ser escrito para estudo detalhado dos
vinculos, mas aqui seguem alguns exemplos de vinculos em concreto armado:




2 UM POUCO DE TEORIA E REGRAS

Acredito que uma das questbes que implicam no ndo entendimento dos
diagramas é ndo conhecer a teoria e as regras. Sim, existem regras! Se vocé
entendé-las, estard dando um grande passo para entender todo o assunto. Entéo,
leitor, ndo pule este capitulo (muita gente tem costume de pular a teoria e ir direto
aos exemplos e € ai que mora o perigo; nao faca isso!). O que vocé pode fazer é ir
ao capitulo de exemplos e acompanha-lo simultaneamente a leitura deste capitulo
(isso € interessante).

Vou escrever em forma de passo a passo um roteiro para calcular os
diagramas dos esforcos das estruturas lineares planas isostaticas mais usuais
(existem outros métodos ou variagfes, aqui é apenas a forma escolhida pelo autor):

1) Calcular o grau de hiperestaticidade conforme capitulo anterior. S6 continuar se
G=0 (estrutura isostatica), para o caso deste texto.

2) Calcular as reacdes de apoio. Simplesmente se fazem os somatdérios de forca “F”

nas direcdes x e y e de momento fletor “M” num ponto “p” qualquer. YFx = 0; >Fy =
0; >Mp =0.

3) Escolher um ponto e calcular os esfor¢os (nhormal, cortante e momento fletor). O
normal é calculado com F = 0, considerando todas as acgdes e reagbes que
estiverem na direcdo do normal. O cortante € calculado com F = 0, considerando
todas as acoes e reacles que estiverem na direcdo da cortante. O momento fletor é
calculado com M = 0 no ponto escolhido, considerando todas as ag¢des e reacdes
gue produzirem momento no ponto escolhido.

4) Escolhendo-se varios pontos pode-se desenhar o diagrama. Obviamente existem
pontos chave: onde a estrutura muda de direcdo, onde existem ac¢des concentradas
(momento fletor ou forca) e centros de vao.

Dentro da etapa 3:

- Se, no ponto, NAO HA UM MOMENTO CONCENTRADO, para calcular o momento
ali, pode-se fazer considerando a estrutura toda que estiver de um dos lados do
ponto (e desprezando a outra parte). Escolha o lado mais facil. Os momentos
calculados por qualquer um dos lados tém que ser iguais.

- Se, no ponto, NAO HA UMA FORCA CONCENTRADA NEM ESTE PONTO E UMA
MUDANCA DE DIRECAO DA ESTRUTURA, para calcular o cortante e normal ali,
pode-se fazer considerando a estrutura toda que estiver de um dos lados do ponto
(e desprezando a outra parte). Escolha o lado mais facil. O cortante e a normal
calculados por qualquer um dos lados tém que ser iguais.

- Se, no ponto, hA& MUDANCA DE DIRECAO DA ESTRUTURA, o cortante e 0
normal sédo diferentes para cada um dos lados e devem ser calculados, portanto, dos
2 lados.



- Se, no ponto, ha uma FORCA PERPENDICULAR CONCENTRADA, o cortante é
diferente para cada um dos lados e devem ser calculados, portanto, cortantes dos 2
lados.

- Se, no ponto, h4 uma FORCA NORMAL CONCENTRADA, o normal € diferente
para cada um dos lados e devem ser calculados, portanto, normais dos 2 lados.

- Se, no ponto, ha um MOMENTO FLETOR CONCENTRADO, o momento fletor &
diferente para cada um dos lados e devem ser calculados, portanto, momentos
fletores dos 2 lados.

- devem ser seguidas as CONVENCOES DE SINAL para montar o diagrama de
corpo livre, a saber (consagradas para a area de Engenharia Civil):

NORMAL: positiva tracionando a barra.

7

o o

e

CORTANTE: positiva causando giro da barra no sentido HORARIO.

~sentido ™~ - B
7 horario ™ »sentido
y \ , horario

MOMENTO FLETOR: em geral, ndo ha sinal. Apenas desenha-se o diagrama no
lado que a barra estiver sendo tracionada (lado de onde sai a seta), com valor em
modulo.

compressio
{ponta da seta)

€ OD b & CF €] $ M
pgrteiemplo trac8o apds o céalculo M apds o calculo
adota—se M resulto positiveo M resulto negotive

desenhe do lado desenhe deo lado
tracionado tracionado

OBS: no caso das VIGAS e LAJES, é consagrado colocar o sinal negativo para
momento tracionando a parte superior e positivo para tracao na parte inferior.

Dentro da etapa 4:
- no caso de pontos entre uma acao perpendicular CONCENTRADA, o diagrama de

MOMENTO FLETOR sera, SEMPRE, uma RETA INCLINADA e o diagrama de
CORTANTE sera, SEMPRE, uma reta HORIZONTAL.



- No caso de pontos entre uma acao perpendicular linearmente DISTRIBUIDA, o
diagrama de MOMENTO FLETOR sera, SEMPRE, uma PARABOLA DE 2° GRAU e
o diagrama de CORTANTE sera, SEMPRE, uma reta INCLINADA.



3 EXEMPLOS DE ESTRUTURAS SEM ROTULAS

Ao aluno de graduacdo que somente quer entender de uma vez os diagramas
de estruturas isostéticas mais comuns e ndo tem tempo agora de aprofundar o
assunto, este é o capitulo certo!

3.1 VIGA SIMPLESMENTE APOIADA COM CARGA CONCENTRADA

80 kgf

!

7.5 m
3 m

GRAU DE HIPERESTATICIDADE:

g=3-3=0-> ISOSTATICA

REACOES:
B0 kgf
HA \|/
—_
i T
WA 15 m s

Veja que, acima, foram colocadas as reacdes de cada apoio. Mas, se nao as
conhecemos, como saber se sdo para cima ou para baixo, ou para a direita ou para
a esquerda? A resposta é que “chutamos” os sentidos. Acima, colocamos HA para a
direita, VA e VB para cima. Mas foi um chute. Poderiamos ter chutado
diferentemente, que o resultado final serd 0 mesmo, o correto.

Agora, é s6 fazermos o somatério das forcas, considerando seus sinais.
Primeiro, atribuimos um sentido positivo. Por exemplo, se falarmos que, em X
(adotado aqui como a direcdo horizontal), para direita é positivo, HA sera também
positivo se for para a direita. O mesmo se faz para a direcao vertical (adotada aqui
como y). Para o somatério dos momentos, atribuimos um ponto e um giro horéario ou
anti-horario positivo (tanto faz). No final das contas, para quaisquer sentidos
atribuidos como positivos, os resultados serdo os mesmos. Vejamos:

> Fx = 0 (adotando positivo para a direita) > HA =0

> Fy = 0 (adotando positivo para cima) > VA+VB-80=0-> VA+VB =80

>Ma = 0 (adotando ponto “A” e positivo no sentido anti-horario) > VA*0 + VB*3 —
80*1,5=0

- VB =120/3 - VB = 40 kgf

Voltando na equagéo: YFy =0 - VA + 40 = 80 > VA =40 kgf

Repare que os valores das reacdes que derem positivo significam que o0s
sentidos “chutados” sdo os corretos na realidade. Valores negativos indicam que o
sentido chutado € o contrario da realidade. Por isso, ao final, deve-se redesenhar a
estrutura, com 0s sentidos corretos e com 0s valores sempre em modulo (positivos),
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visto que o sinal apenas indica o sentido correto daquele vetor. Portanto, a situacéo
se resume a:

a0 kagf
RESUMO L

T !

40 kgf 40 kgf

DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR:

Conforme a teoria, 0s passos para o célculo séo:
a) Selecionar um ponto de interesse, onde se queira saber o valor do momento. Por
exemplo, apoios, posi¢cdes de cargas concentradas, ponto médio da estrutura ou
outro.
b) Somar os momentos escolhendo um ou outro lado da estrutura (ou 0s 2 para
conferir), sempre adotando um sentido de giro como positivo e 0 contrario como
negativo.

Assim, no caso, considerando o ponto inicial do lado esquerdo para calcular o
momento e giro positivo no sentido do MA adotado (poderia ser o contrario):

80 kagf

MAC L ]

40 kgf

MA +80*1,5-40*3=0-> MA=0

Calculamos o valor no primeiro ponto. Paralelamente, devemos ir colocando
os valores num diagrama. Veja, ao final do exemplo, que, no ponto a esquerda, esta
o valor zero.

Se selecionarmos agora o apoio da direita, conforme a regra de convencao
explicada (o sentido do MB € o positivo; poderia ser o contrario):

80 kgf

e

40 kgf

m

MB + 80*1,5-40*3=0-> MB =0

Na verdade, em apoios simples, sabemos que o0 momento é nulo (claro, ndo
ha resisténcia ao giro). Veja, ao final, que o diagrama apresenta valor zero no ponto
B.
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Vamos selecionar o ponto médio da viga, onde existe a carga de 80 kgf.
Nesse caso, temos estrutura dos 2 lados. Vamos escolher somar os momentos do
lado esquerdo do ponto. Assim:

MC + 80*0 — 40*1,5 = 0 = MC = 60 kgf*m

SO para conferir, vamos somar os momentos pelo lado direito do ponto.
Assim:

MC + 80*0 — 40*1,5 = 0 & MC = 60 kgf*m — OK!

Veja o momento ali deu positivo, ou seja, de acordo com a convencao,
tracionando a regido inferior da viga.

Finalmente, temos os valores de momento nos apoios e ho meio. Poderiamos
calcular em mais quaisquer outros pontos, da mesma maneira. Mas sabemos que,
no caso de acdo concentrada (no caso, 80 kgf), o diagrama de MOMENTO FLETOR
ser4, SEMPRE, uma RETA INCLINADA. E assim podemos construir o diagrama
final:

DIAGRAMA U 0
MOMENTO
kgf*m

c0

DIAGRAMA DE CORTANTE:

Os célculos séo quase idénticos, somente se muda o0 somatorio de momentos
para somatorio de for¢as. Para o apoio esquerdo:
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40 kgf

Veja que, quando houver acdo ou reagdo concentrada no ponto em andlise,
ela ndo deve ser colocada. Coloca-se apenas o VA, como acima. O sentido positivo
pode ser o do VA ou o contréario, desde que se defina.

VA + 40 - 80 = 0 & VA =40 kgf (o valor da reagédo naquele ponto - OK)

No apoio direito também deve dar o valor da reacdo (o sinal pode ser
diferente, pois é o da cortante, ndo o da reacao):

30 kgf

I [ ve

40 kgf

1

VB — 40 + 80 = 0 > VB = -40 kgf (OK)

No meio do véo (ponto C), a esquerda (note que a carga concentrada no
ponto C néo entra):

— |

40 kgf

1.9 m

VC — 40 =0 - VC = 40 kgf

No caso de diagrama de cortante em ponto de agdo concentrada, deve-se
calcular dos 2 lados do ponto porque os valores serdao diferentes. No caso deste
exemplo, o calculo da -40 kgf. Faca para ver se entendeu!!

Finalmente, temos os valores de cortante nos apoios e no meio. Poderiamos
calcular em mais quaisquer outros pontos, da mesma maneira. Mas sabemos que,
no caso de carga CONCENTRADA, o diagrama de CORTANTE sera, SEMPRE,
uma reta HORIZONTAL. E, assim, podemos construir o diagrama final:

DIAGRAMA 40| T
CORTANTE
o 40
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DIAGRAMA DE NORMAL:

Deveria ser feito o0 mesmo procedimento descrito em item anterior, mas, no
caso, ndo ha nem acfes nem reagdes normais. Assim, o diagrama fica ZERADO.

DIAGRANMA
NORMAL =0
kgf

3.2 VIGA SIMPLESMENTE APOIADA COM CARGA DISTRIBUIDA

0,28 tf/m
R R A P A AR P A AR
AN JAN

5 m

0,28 tf/m
iAﬁJ/\N/J/J/H\LH%

VA VB

g=3-3=0-> ISOSTATICA

REACOES:
0,28*%5 = 0,84 1f
HA \L
%
T T
VA VE

> Fx = 0 (positivo para a direita) > HA =0

> MA = 0 (positivo anti-horéario) > VA*0 + VB*3 - 0,84*1,5=0 > VB =1,26/3 > VB
=0,42 tf

> Fy =0 (positivo para cima) > VA+VB-0,84=0-> VA +0,42=0,84 > VA=0,42
tf

0,28 tf/m
AR RNV
T T
0,42 tf 0,42 tf
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DIAGRAMA DE MOMENTO:

0,28 tf/m
i CLLLLLLLLLLL
3 m 0,42 tf

0,28*5=0,84 tf

P — ﬁ

0,42 tf

1.5 m

MA +0,84*1,5-0,42*3=0-> MA=0

0,28 tf/m
bbb bbbl
: Y e

0,42 tf

MB + 0,28*3*1,5-0,42*3=0-> MB=0

0,28 tf/m
AL

0,42 tf

1.5 m

MC - 0,42*1,5 + 0,28*1,5%(1,5/2) = 0 - MC = 0,315 tf*m

Obs: Veja que, agora, a carga distribuida a ser calculada sua equivalente é s6 do
trecho analisado, ficando no centro desse trecho, e ndo mais da barra inteira.

Sabe-se, da literatura, que, nesse caso de viga biapoiada sujeita a carga
distribuida, o momento no meio vale g*L? / 8. Conferindo: 0,28*92/8 = 0,315 tf*m OK!
S0 para conferir, vamos somar os momentos pelo lado direito do ponto. Assim:

0,28 tf/m
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MC - 0,42*1,5 + 0,28*1,5*(1,5/2) = 0 - MC = 0,315 tf*m > OK!

Finalmente, temos os valores de momento nos apoios e no meio. Poderiamos
calcular em mais quaisquer outros pontos, da mesma maneira. Mas sabemos que,
no caso de carga DISTRIBUIDA, o diagrama de MOMENTO FLETOR sera,
SEMPRE, uma PARABOLA. E assim podemos construir o diagrama final:

DIAGRAMA DE CORTANTE:

0,28 tf/m
WxT¢$¢$¢¢$$$$%
L 0,42 tf

VA + 0,42 - 0,28*3 =0 - VA = 0,42 tf (0 valor da reacao naquele ponto - OK)

0,28 tf/m
ARV AN VR AN
i [ve
0,42 tf .

VB - 0,42 + 0,28*3 = 0 > VB = -0,42 tf (OK)

0,28 tf/m
NN
1 lvc

0,42 tf
1,0 m
VC -0,42 +0,28*1,5 =0 - VC =0 (pela direita da 0 mesmo valor, neste caso)

Poderiamos calcular em mais quaisquer outros pontos, da mesma maneira.
Mas sabemos que, no caso de carga distribuida, o diagrama de CORTANTE sera,
SEMPRE, uma reta INCLINADA. E, assim, podemos construir o diagrama final:
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DIAGRAMA 0,42 0
CORTANTE
tf

0,42

DIAGRAMA DE NORMAL:

Deveria ser feito 0 mesmo procedimento descrito em item anterior, mas, no
caso, ndo ha nem acfes nem reagcdes normais. Assim, o diagrama fica:

DIAGRAMA
NORMAL =0
tf

3.3 VIGA EM BALANCO

0,6 tf
0.8 tf/m
WL L L)L)
S5 m

g=3-3=0-> ISOSTATICA

REACOES:
0,6 tf
VA 2.4 tf ¢
!
= |G
0,6 tf -
VA 0,8 tf/m 2 m
HA%T NN AN A 3
MA N

> Fx = 0 (positivo para a direita) > HA =0
> Fy =0 (positivo paracima) > VA-2,4-0,6=0-> VA=3,0 tf
> Ma = 0 (positivo anti-horério) > MA - 2,4*1,5 - 0,6*3 =0 > MA = 5,40 tf*m
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0,6 tf
3t 0,8 tf/m ¢

%;¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢

0,4 tf*m

A m

DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR:

0,6 tf
0,8 tf/m

A CHHHHH¢

3 m

MA + 0,8*3*1,5 + 0,6*3 = 0 - MA = -5,4 tf*m

0,6 tf
3 tf 0,8 tf/m
JCHALLLLLLLLEY g
5,4 tf*m
5 m

MB +0,8*3*1,5+ 54 -3*3=0> MB =0

3 tf 0,8 tf/m

1,95 m
MC + 0,8*1,5*0,75+5,4-3*1,5=0 > MC =- 1,8 tf*m

S0 para conferir, somar os momentos do lado direito:

0,6 tf
0,8 tf/m
MC C

MC + 0,8*1,5*0,75 + 0,6*1,5 =0 - MC = - 1,8 tf'm (OK)



18
5.4 .
DIAGRAMA ™ 0
MOMENTO
tFm

Concluséo: onde tem engaste sempre tem momento negativo (no caso de vigas).

DIAGRAMA DE CORTANTE:

0,6 tf
0,8 tf/m

VAT\¢$¢¢¢¢¢$¢¢$

5 m

VA -0,8*3 - 0,6 =0 - VA = 3,00 tf (0 valor da reacdo naquele ponto - OK)

3 tf 0.8 tf/m
TgHHH&HW lVB

5,4 tH*m

3 m

VB +0,8*3 -3 =0 - VB = 0,6 tf (0 valor da acdo naquele ponto - OK)

3 4f 0,8 tf/m
[ Somnll:

5,4 tH*m

1,5 m

VC +0,8*1,5-3=0 > VC = 1,8 tf (pela direita deve dar o mesmo valor)

3,0 |3
DIAGRAMA I
CORTANTE
tf

DIAGRAMA DE NORMAL:

DIAGRAMA
NORMAL =0
tf
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3.4 PORTICO COM VARIAS ACOES

A convencdo de sinais € a mesma para normal e cortante, mas, para o
momento, pode-se, nos célculos, adotar qualquer sentido como positivo, e depois
desenhar o diagrama de momentos do lado tracionado.

e N W ="

(M DESENHADO DO LADO QUE TRACIONA)
Figura: Convencéao de sinais adotada para os esforcos de vigas e porticos.

4 kN/m

i'lm

5 kN

- b

FF
N 5 1
7 kN*m Csc AN
£

2.9 m
m

3

1 A
!1 m.}'l m! 4 m |
4 kN/m
Lo b
SN 5 kN
]
HE
2 kn#m 1
VB
T
WA

g=3-3=0-> ISOSTATICA
REACOES:

> Fx = 0 (positivo para a direita) > HB-5=0 > HB =5 kN
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> MA = 0 (positivo anti-horario) > -2 + 3*1 - (4*4)*2 + 5*5,5 + VB*4 - HB*2,5=0 - -
VB = - [(-2+3-32+27,5-12,5)/4] = 4 kN

Obs: veja que o momento aplicado de 2 kN*m entra, obviamente, sem multiplicar por
distancia nenhuma, pois ja € um momento.

> Fv =0 (positivo para cima) > VA+VB-3-(4*4)=0 > VA-15=0 > VA= 15tf

4 KN/
LLLLdL)
3 kN -
o
5 kN
2 kN*m (4 )
4 kN

T

15 kN
DIAGRAMA DE MOMENTO:

- Ponto A: tem que dar zero, pois € apoio movel (fagca as contas!)

- Ponto C pelo lado do ponto A:
MC

15 kN - MC = 0 (e vale do ponto A ao ponto C ja que nao existem outras
acOes ali; acompanhe o diagrama desenhado no final)

- Ponto C pelo lado do ponto D (lembrando que é obrigatério fazer por este outro
lado pois hd4 momento aplicado no ponto; e a diferenca entre os momentos
calculados pelos 2 lados tem que ser 2 kN*m, que € o valor do momento aplicado;
como o outro lado deu zero, aqui tera que dar 2 kN*m; vamos ver):

4 kN/m
SRRV VI A R
3 kN o KN
VIR
FE 5 kN
_ B
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>MA = 0 (positivo horario) > MC -3*1 + (4*4)*2 - 5*356 +5*0,5-4*4=0 > MC =2
kN*m (portanto tracionando a parte interna)

- Ponto D pelo lado do ponto C:
MD

N

0 kN*ch
A

15 kN
>MD = 0 (positivo horario) > MD + 2 =0 - MD = - 2 kKN*m (tracionando, portanto, a
parte interna, ja que deu negativo; no diagrama desenha-se em médulo, do lado que
esta tracionando)

Note que, para qualquer ponto, do ponto C ao ponto D, a equacdo permanece
a mesma anterior, portanto, momento igual a -2 kN*m (constante neste trecho).

- Ponto F (s6 tem um lado, a estrutura toda; tem que dar zero pois ndo ha
continuidade; faca as contas!)

- Ponto E pelo lado do ponto F (resultado igual se pelo lado do ponto D) (como néo
h& acdes aplicadas entre E e F, tem que dar zero; faca as contas!)

- Ponto D pelo lado do ponto E:

N

>MD = 0 (positivo horario) > MD -3*1 = 0 - MD = 3 kN*m (portanto tracionando a
parte superior).

Calculamos no ponto E e deu zero e no ponto D deu 3 kN*m; o diagrama de
momento é linear entre E e D pois a agdo é concentrada (veja no diagrama ao final).

- Ponto D pelo lado do ponto G (o ponto D tem 3 lados de estrutura, por assim dizer;
em 2 lados deu 2 kN*m (anti-horario) e 3 kN*m (horario); como ndo ha momento
aplicado nesse ponto, o somatorio tem que ser zero considerando os sentidos;
portanto, esse lado que falta tem que dar 1 KN*m no sentido anti-horario; o que dara
tracdo na parte externa; vamos ver):
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4 kN/m
B A 2
'e—5 kN
0L
MD 1
4 kN

>MD = 0 (positivo horario) > MD + (4*4)*2 — 5*1,5 -5*15-4*4=0 > MD = -1
kKN*m (portanto tracionando a parte externa)

- Ponto G pelo lado do ponto A:
MG

=

5 kN

o

F E
2 kN*m Cs-c
/FA
15 kN
YMG = 0 (positivo horario) > MG + 2 — 3*1 = 0 > MG = +1 kN*m (portanto,
tracionando a parte externa)

O diagrama de momento € constante (1 kN*m) entre D e G pois ndo muda a
situacdo da figura e equacao anteriores (veja no diagrama ao final).

- Ponto G pelo lado do ponto H (como ndo ha momento concentrado no ponto, tem
que dar 1 kN*m; vamos ver):

4 kN/m
M@(ﬁ¢¢$$$$$$%k+5kN
5 kN |,
i
4 kN

> MG = 0 (positivo horario) > MG + (4*4)*2 + 5*1 — 5*4 — 4*4 = 0 - MG = -1 KN*m
(portanto, tracionando a parte superior).

- Ponto H pelo lado do ponto B (tem que dar o mesmo valor fazendo pelo lado do
ponto A; faca as contas!):
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M

H
"’

5 kN
BRB:B
)
4

kN

> MH = 0 (positivo horario) > MH + 5*1 — 5*4 = 0 - MH = 15 kN*m (portanto,
tracionando a parte interna). Esse resultado vale até o ponto |, constante 15 kKN*m;
faca as contas!

- Regido entre G e H:

Como héa acéo distribuida, o diagrama é uma parabola. E o maximo valor sé é no
meio se o0s valores das 2 extremidades forem iguais. No caso, sédo diferentes. Entao
se poderiam ser calculados varios valores e feito o diagrama. Porém, € interessante
saber o ponto de maximo momento. Ele ocorre quando a derivada da funcao
momento € nula. Entdo vamos calcular a fungdo momento, ou seja, fazer o calculo
do momento num ponto distante ndo com um valor fixo, mas “x” do ponto G (atencéo
na figura abaixo que escolhemos a variavel x a partir do ponto H para a esquerda,
porque escolhemos usar o lado da estrutura referente ao lado do ponto B):

<
4 kN/m
M(><)C .
=5 kN
5 kN !
%
T
4 kN

> M(x) = 0 (positivo horario) > M(X) + (4*x)*(x/2) + 5*1 — 5*4 — 4*x =0 >

M(X) = -2*x? + 4*x + 15

dM(x)/dx = -4*x + 4 - igualando a zero 2> -4*x +4=0->x=1

Significa que, em x = 1 m, a partir do ponto H para a esquerda, 0 momento é
maximo. O valor é: M(1) = -2*12 + 4*1 + 15 = 17 kN*m (tracionando, portanto, a parte
inferior).

- Ponto B (tem que ser zero pois ha apoio fixo; faca as contas!).
- Do ponto | ao ponto B, o diagrama é linear, pois ndo h& mais acoes.

RESULTADO.:
MOMENTO  (kN*m)
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B

15

HEEEER T
=W

A
DIAGRAMA DE CORTANTE:

- Ponto A: tem que dar zero, pois ndo ha cortante (no caso, reacao horizontal) (faca
as contas!)

- Ponto C pelo lado do ponto A:

VC
%

I
1

15 kN - VC = 0 (e vale do ponto A ao ponto D ja que ndo existem outras
acOes cortantes ali (no caso, for¢as horizontais); acompanhe o diagrama desenhado
no final)

- Ponto F (s6 tem um lado, a estrutura toda; tem que dar zero pois ndo ha
continuidade; faca as contas!)

- Ponto E pelo lado do ponto F (como ndo ha acdes aplicadas entre E e F, tem que
dar zero; faga as contas!)

- Ponto D pelo lado do ponto E:
35 kN

—— o

> Fy = 0 (positivo pra baixo) > VD +3 =0 - VD =-3 kN

Calculamos no ponto E e deu zero e no ponto D deu 3 KN*m; o resultado (3 kN*m)
vale do ponto E ao ponto D, pois ndo ha acdes cortantes ali (no caso, forcas
verticais).

- Ponto D pelo lado do ponto G:
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4 KkN/m
SR AP VA P P PR
=5 kN
P 5 kN |
VD /T
4 kN

> Fx = 0 (positivo pra esquerda) > VD + 5—-5 =0 - VD = 0 (resultados validos até o
ponto G, pois ndo ha mais ac¢des cortantes ali (no caso, for¢as horizontais).

- Ponto G pelo lado do ponto A:
VG

5 kN

A

F E
2 KN*m C*c

A

T

15 kN
> Fx = 0 (positivo pra esquerda) - -VG =0 2> VG =0

- Ponto G pelo lado do ponto B (momento num ponto sem momento concentrado
aplicado tem que dar igual pelos 2 lados, como estudado; cortante também, exceto
em ponto em que a barra muda de dire¢céo, caso do ponto G):

4 kN/m
WALLLLLLLLL
"5 kN
5 kN -
)
4 kN

> Fy = 0 (positivo pra baixo) - -VG + (4*4) - 4=0 > VG = 12 kN

- Ponto H pelo lado do ponto A:
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4 kN/m

AL LLLLLL

5 kN

A N

F E
szWn<?c

A

)

15 kN

> Fy = 0 (positivo pra baixo) 2 VH + (4*4) +3-15=0 > VH = -4 kN

Como hé& acéo distribuida, o diagrama no trecho GH é linear inclinado, no caso, de
12 a -4 kN (sendo exatamente o 12 no ponto G menos 4*4 da carga distribuida,
dando -4 no ponto H).

- Ponto H pelo lado do ponto B:

VH s

4 kN
> Fx = 0 (positivo pra esquerda) > -VH+5-5=0->VH=0
- Ponto | pelo lado do ponto A:

4 kN/m
GLLLiLLiLLw

3 kN <

L, v

FoE
2 kN¥m C—:C

A

I

1% kN

> Fx = 0 (positivo pra esquerda) - VI =0

- Ponto | pelo lado do ponto B:
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> Fx = 0 (positivo pra esquerda) 2 -VI-5=0 - VI =-5 kN

- Ponto B (tem que ser -5 kN, o valor da reacdo; como a reacdo esta para a direita e
a convencdao positiva ali é para a esquerda,é negativo; faca as contas!).

RESULTADO:

CORTANTE  (kN)

* MM
H

G —4

Wl
D %
P E[[II
-5

B

DIAGRAMA DE NORMAL.:
- Ponto A: tem que dar -15 kN — reacéo calculada (faca as contas!)

- Ponto C pelo lado do ponto A:
NC

15 kN

>Fv = 0 (positivo pra cima) > HC + 15 =0 - HC = -15 kN (e vale do ponto A ao
ponto D jA que ndo existem outras acbes normais ali (no caso, forcas verticais);
acompanhe o diagrama desenhado no final)

- Ponto F (s6 tem um lado, a estrutura toda; tem que dar zero pois ndo ha
continuidade; faca as contas!)
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- Ponto E pelo lado do ponto F (resultado igual se pelo lado do ponto D) (como néo
h& acbes horizontais aplicadas entre E e F, tem que dar zero até o ponto D; faca as
contas!)

- Ponto D pelo lado do ponto G:

4 kN/m
A VR R R
=5 kN
J/D 5 le
A 4 kN

> Fy = 0 (positivo pra baixo) > ND + 4*4 —4 =0 - ND = -12 kN (resultados validos
até o ponto G, pois ndo ha mais a¢des normais ali (no caso, forgas verticais).

- Ponto G pelo lado do ponto B (resultados validos até o ponto H, uma vez que nao
ha acbes horizontais, no caso, até 14):

4 kN/m
e b bLLELEL
VO k-5 kN
5 kN |,
T
4 kN

> Fx =0 (positivo pra esquerda) > VG +5-5=0-> VG =0

- Ponto H pelo lado do ponto B (resultados validos até o ponto B, uma vez que nao
ha acbes verticais, no caso, até 1a):

VH

I

5 kﬂﬁ
T
4 kN
> Fy =0 (positivo pra cima) > VH + 4 =0 - VH = -4 kN

RESULTADO:



-1z

-15

NORMAL (kN)
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4 RESUMO DE RESULTADOS PARA VIGAS COMUNS

Existem algumas vigas isostaticas carregadas que sao muito comuns ha
engenharia (principalmente académica) e por isso coloco-as aqui ja com 0sS
resultados dos esforcos. Tente fazer e prova-los!

kkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkkkkkkkhkkkhkkkhkkkkkkhkkhkkhkkkkkkkhkkhkkhkkhkkhkkkhkkkhkkkhkhkhkkhkkhkkhkkkhkkkhkkkkkkhkkkkkkhkkhkkkhkkkkkkkkkk

=
L

5o

(e

DIAGRAMA 0 0
MOMENTO

P* /4

DiacRaMA P2 T
CORTANTE

- P/Z

DIAGRAMA
MNORMAL =0

kkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkkkkkkkhkkkhkkkhkhkkkkhkkhkkkhkkkhkkkkkhkkkkkkkkkkkkhkkkhkkkkkkkkkkhkkkhkkkhkkkkkkkkkhkkhkkkhkkkkkkkkkk

DIAGRAMA 0 0
MOMENTO

P*o*b /L

DIAGRAMA F¥b/L
CORTANTE

il

P*a /L

DIAGRAMA,
NORMAL =0
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kkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkkkkkkkhkkkhkkkkkkkkhkkhkkhkkkkkkkhkkkkkhkkhkkhkkhkkkhkkkhkkhkkhkkhkkhkkkkkhkkkkkkkkkkkkhkkhkkkhkkkkkkkkkk

LLLLLlLlLLll
i N

DIAGRAMA 0 0
MOMENTO ‘

DIAGRAMA Q*sz‘ 0
CORTANTE

CHAGRAMA
MORMAL =0

kkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkkkkkkkhkkkhkkkhkkkkkkkkkkhkkkkkhkkkkkhkkhkkkhkkkhkkkhkkkhkkkkkkkkhkkkhkkkhkkkhkkkkkkkkkkkkkkhkkkhkkkkkkkkk

+
DIAGRAMA 0 Mro/L O
MOMENTO ‘

DIAGRAMA,
CORTANTE —

M/ L

DIAGRAMA
MNORMAL =

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkhhhkhkkkkkkkkkhhkhkhkhkkhkkkkkkkkhhhkhkkkhkkkkkkkhhhkhkkkkkkkkkhhhkhkhkhkhkhkkkkkkkkrhkhkkhkkx



32

q
L
a*l?
DisGRaMA 2 | e O
MOMENTO porokalo de Z2° grou
g¥L

DIAGRAMA S ¥
CORTANTE

DIAGRAMA

NORMAL =0

*khkkkkkkkkkhkkhkkkkkkkkhhhhhkhkhkhkkkkkkhhhhhkhhhkkhkkhkhhhhkhkhkhkkkhkkkhhhkhkhkhhhkkhhkkhhhhhkhhhhhhkkkhhhhkhkhkx
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5 O QUE SIGNIFICAM OS RESULTADOS E O QUE ESPERAR DELES

Agora que o aluno ja tem boa noc¢éo de calculo dos diagramas dos esforcos
de estruturas simples, torna-se importante se perguntar pra que servem esses
calculos. Obviamente servem para o dimensionamento da estrutura.
O que é o dimensionamento? Numa linguagem bem simples: imagine que o
engenheiro tem uma edificacéo a projetar e dentro da estrutura tem uma viga. Entao
ele tem que fazer as contas com o objetivo de definir as dimensdes da mesma
(comprimento, largura e altura), dependendo do material escolhido. Sendo assim, de
inicio, € importante ter em mente a visdo geral do dimensionamento de estruturas.
Em resumo, para ACOES ESTATICAS:

-

CONCEPCAO
ESTRUTURAL.:
modelo de calculo, a
partir da realidade
(material, vinculos e
geometria).

o

L)

J

2

CALCULAR AS
ACOES:

Vento, pessoas,
maquinas,
equipamentos, etc.

—

s

VERIFICAR O

EQUILIBRIO: calcular o
grau de hiperestaticidade -
isostatica ou hiperestatica.

.

~

CALCULAR
REACOES D
APOIO.

)

o

TRANSFORMAR
OS ESFORCOS
EM TENSOES
NORMAL E
TANGENCIAL;
CALCULAR AS
TENSOES
PRINCIPAIS.

~

J

N
' 6 ‘

AS

-/

9

CALCULAR AS
DEFORMACOES;
CALCULAR AS
DEFORMACOES
PRINCIPAIS.

o

~

J

\_
e

~

11

DIMENSIONAR: comparar as tensdes
atuantes com as resisténcias do material
(de acordo com os Critérios de
Resisténcia). Comparar as deformac6es
com as limites de norma. Dimensionar as
ligagBes. Fazer tudo para cada
combinagdo de agdes.

\_

/

3

ESTIMAI@ AS CALCULARO
DIMENSOES: :> PESO PROPRIO:
é o pré- de acordo com o pré-

dimensionamento.

e >

-

O )

dimensionamento € a
densidade do
material.

o
S

para modelo que néo seja
tridimensional com resultado ja em
tensdes atuantes, CALCULAR OS
ESFORCOS: diagramas de normal,
cortante, momento fletor e momento

ktorgor. j
\

/
~

10

VERIFICAR FLAMBAGEM para as
partes comprimidas:

estabilidade LOCAL de partes da se¢do
transversal (metélicas);

estabilidade DA PECA;

estabilidade GLOBAL da estrutura.

Se ndo passar - voltar
ao passo 3 e aumentar
as dimensdes

Se passar no limite ou com
pouco mais de folga >
dimensbes OK

Se passar com muita
folga - voltar ao passo
3 ediminuir as
dimensdes (economia)
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ANALISE ESTRUTURAL: passos 1 a 9
DIMENSIONAMENTO DE ESTRUTURAS: passos 10 e 11

Considerando os passos descritos, o calculo dos esforcos esta inserido no
passo 7. Entdo veja que os esforcos sdo somente uma etapa dentre varias no
dimensionamento de uma estrutura.

Reforcando, em uma estrutura metélica ou de madeira, a partir dos esforcos
(neste contexto: momento, normal e cortante) calculam-se (na verdade verifica-se o
pré-dimensionamento) as dimensdes da area da sec¢do transversal. No caso do
concreto armado, tendo as tensdes (calculadas a partir dos esforcos), calculam-se a
guantidade e diametro dos ferros a serem colocados, bem como as dimensdes da
sec¢ao transversal.

A figura a seguir mostra uma armacao de uma viga, ou seja, os ferros que vao
dentro do concreto.

ACO LONGITUDINAL SUPERIOR

A

ESTRIBOS

ACO LONGITUDINAL INFERIOR

A

Com os valores do diagrama de MOMENTO FLETOR, existem férmulas que
calculam o aco LONGITUDINAL necessario.
Vamos analisar um exemplo:

REAL L ‘
80 kef

MODELO

‘ Im -
DIACRAMA 0 0
MOMENTO
lqf*

S 510

O diagrama anterior nos diz que, em toda a viga, h4 somente momento
tracionando a regido inferior. Entdo sé existiriam ferros na parte inferior da viga
(tracionada) e em maior quantidade no meio do vao dela, onde o momento &
maximo. Na pratica, se a viga € pequena, é adotada a mesma quantidade de ferros
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em toda a extensao, apesar de ndo ser necessario. Assim, poderiamos desenhar um
esquema de onde seria colocada maior quantidade de ferros longitudinais:

\
£

Obviamente uma viga real tem outras a¢es além do peso de uma pessoa em
cima. Sendo assim, os diagramas dessas varias ac¢fes acabam causando a
necessidade de ferros nas partes superior e inferior, ainda que em menor
guantidade em alguns trechos. Veja um projeto de uma viga real:

12 N6 CORTE &
CJ/EO E’El 14_
2730
N4 3#125 (334 0w +
4 12 N6 H6.3 16
3HIES 3HIES
| SH125 |
. . < . .
E)U§| NS 3#12.5 C:304 |§EU

Veja que, no projeto mostrado, hd ESTRIBOS (ferros N6). E eles vém
justamente do diagrama de esforco CORTANTE. Com os valores de cortante,
existem formulas que calculam o aco vertical (estribos) necessario para a estrutura
de concreto armado.

O diagrama a seguir, da mesma viga exemplificada anteriormente, nos diz
que DEVEM SER COLOCADOS ESTRIBOS DISTRIBUIDOS IGUALMENTE EM
TODO O COMPRIMENTO, n&o importando o sinal da cortante, mas somente o valor
(que é igual, constante). Isso porque o cortante representa tensdes de cisalhamento,
que “cortam” a secdo transversal de cima para baixo ou de baixo para cima. Esse
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sentido ndo importa porque o estribo resistira as tensdes igualmente nesses dois
sentidos (de cima para baixo ou de baixo para cima).

Portanto, quanto maior o valor da cortante em modulo, mais estribos.
Poderiamos assim representar a situagéo:

Ea
-
£

it

Existe ainda o diagrama de esfor¢co normal, que € utilizado para calcular, no
caso de concreto armado, o aco longitudinal necessario, que deve ser “somado” ao
aco calculado para o momento fletor. Neste caso, a quantidade de barras de aco
calculada deve ser distribuida em toda a secéo transversal da peca, uma vez que 0
esforco normal atua, por hipétese, em toda a area da secao transversal.

Vejamos entdo mais exemplos:

MODELO ¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢%ﬁ

0,28 tf/m

VRV SV R A
T T

0,42 tf 0,42 tf

DIAGRAMA 042 ‘ 0
CORTANTE
tf

‘ 0,42

LT L T
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O diagrama de cortante acima nos diz que, perto dos apoios, devem ser
colocados mais estribos (espagcamento menor ou bitola maior que no meio), nao
importando o sinal da cortante, mas somente o valor em modulo (conforme
estudado). Quanto maior o valor, mais estribos.

0,6 tf
3 tf 0,8 tf/m
%g¢¢¢¢¢¢¢$$$¢
54 tf*m
3 m
5,4 1.8 5.0 .

DIAGRAMA NO DIAGRAMA ———— 06
MOMENTO CORTANTE

tH*m tf

Veja que, nesse caso, 0 momento € negativo (tracdo na parte superior) e
maior proximo ao apoio, por isso a maior quantidade de ferros longitudinais proxima
ao apoio e na parte de cima da viga (momento negativo). O diagrama acima nos diz
que, perto do apoio engastado (pilar), devem ser colocados mais estribos.

Em resumo, no caso do concreto armado:

- diagrama de esfor¢os normais: onde tiver mais tracéo, havera mais barras de ago
longitudinal, sempre distribuido ao longo de toda a secao transversal

- diagrama de esforco cortante: havera mais estribos onde os valores em maodulo
forem mais altos

- diagrama de momento fletor: havera mais barras longitudinais onde os valores
forem mais altos. As barras sdo colocadas o0 mais proximo possivel das
extremidades em que ocorre tracao (de acordo com o diagrama de momento).
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6 EXEMPLOS DE ESTRUTURAS COM ROTULAS

Um vinculo “especial” usado nas estruturas € a rétula. Ele é bastante usado
em estruturas pré-moldadas de concreto armado, sendo um vinculo de apoio de uma
estrutura linear em outra, criado para, por exemplo, dividir a execucao da estrutura
em partes mantendo a condi¢do de estrutura isostética.

A representacgao tedrica € uma “bolinha”. No caso de estruturas pré-moldadas
de concreto armado, chama-se a mesma de “Dente Gerber”. Veja:

% / Dente Gerber
rotula /

b H

Veja, pela figura, que a rétula ndo permite translacdo na horizontal e na
vertical, mas permite o giro. Sendo assim, tem 2 reacOes de apoio (as 2
translacées).

Também acompanhando pela figura anterior, € necessario, antes de partir
para o calculo dos esforcos, definir qual lado apdia em qual. No caso da viga
anterior, a parte direita se apdia na parte esquerda (perceba o apoio no Dente
Gerber, na figura anterior). Esta definicdo é feita de modo a tornar as partes todas
isostaticas. Sendo assim, novamente na figura anterior, a diviséo fica:

Se fosse o contrario, a estrutura da esquerda ficaria hiperestatica e a
estrutura da direita ficaria hipostatica (sistema hipostatico — na pratica, perceba a
inversao do Dente Gerber — cairia a estrutural):

hipostaticd
hipostatica Dente Gerber

A
= SR

Feita a correta divisdo das partes da viga, calculam-se as partes
isoladamente, transferindo as reacdes entre as partes convenientemente.

Para calcular o grau de hiperestaticidade da estruturas com rétulas, recorra
ao capitulo 1.

Vamos aos exemplos de estruturas com rétulas. Aqui exemplificar-se-ao vigas
apenas, mas tudo é valido normalmente para os porticos.
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6.1 VIGA COM UMA ROTULA

0,3 tf/m

1WLLLLLLLLL

) i 8

B B —

Zom

G = (B - 3C - 2N) + (3*q) = (6 — 3*2 — 0) + (3*0) = 0 - isostatica

A divisdo fica:

PARTE 1 PARTE 2
0,3 tf/m 0,3 tf/m
RN VARV
A JAN
T m T m

Sempre comegamos para a parte que se apoia; no caso, pela parte 2, que se
apoia na 1. Entao, para a parte 2, as reacdes e esforcos ficam:

AN

HE&QI‘DES I}_TE iF 018 if

I:-lf-*m:l 0.0375 {T+Hm
g5 1f
CORTAMTE
{1f)
Q15 4r

Veja que, no ponto a esquerda da parte 2 (na rotula da estrutura original), ha
a reacao de 0,15 tf. Como ela apdia na parte 1, transfere-se essa reacdo como acao
na parte 1 (sentido sempre contrario). Entéo, para a parte 1 com a acao de 0,15 tf a
direita, as reacg0Oes e esforgos ficam:



2,15 1f

0.3 wa1l
LU

045 tf

REACOES

POBEMNTC
{tf*rm)

CORTANTE
(tf)

REAGOES

FACRAE T O
(1f*m)

CORTANTE

(1)

0.3 tTm

Q45 tf

Ic—

0.3 tf*m

Por fim, basta juntar as 2 partes:

0.3 tf/m
N A P P A A
fall)
; JAY
a45 11
IC o1
o3 Atm
Q15 o5 i
0% iT*m
; M
00375 AMm
G 45 if

o5 of
+
L

g

15 tf

40
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6.2 VIGA COM DUAS ROTULAS
0,15 tf
0,3 tf/m
WLLLLLLLL Ly
% S L A
05 m 05 m
T m T m T m
G = (B - 3C - 2N) + (3*q) = (9 — 3*3 - 0) + (3*0) = 0 > isostéatica
A divisao fica:
PARTE 1 PARTE 2 PARTE 3
0,15 1t
0.3 tf/m 0,3 if/m
L VLLLLY
FAUVAN A

hipostatico

Conforme a figura acima, a estrutura original € matematicamente isostética,
porém a divisdo mostra que fisicamente a mesma € hipostatica. Constitui-se uma
excecao a regra matematica. Sendo assim, é necessario um engaste a direita:

N 0,15 f

§¢¢¢¢%%¢¢¢¢% ﬁ

j 0.5 m (05 jm
T m T m T m

2 m

G=(B-3C-2N)+ (3*g) = (10— 3*3-0) + (3*0) = 1 - hiperestatica
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PARTE 1 PARTE 2 PARTE 3
0,15 1f
0,3 tf/m 0.3 tf/m J
VL WL /
FANEEVAN

Conforme a figura acima, a estrutura original € matematicamente
hiperestatica, porém a divisdo mostra que é possivel resolvé-la considerando trechos
isostaticos (configurando-se a estrutura original fisicamente isostatica).

Sempre comecamos pela parte que se apdia; no caso, pela parte 2, que se
apoiana 1 e a 3. Entéao, para a parte 2, as reac0es e esforcos ficam:

fay il
REAGDES |

5 {F Q15 if

Iﬁf*mj QOZTH ATHm
Q18 if
CORTANTE
(1f)
ats dr

Jogando as reacdes nas partes 1 e 3, suas reacoes e esforcos ficam:

0,15 47 0,15 tf 0.15 1f

Dgi‘ﬂ*‘“m l | g
T m G5 m G5 m

D.TE i i D-TD m
REAGDES o371 REACOES D225 1rem
= 0,295
0475 ’
hACTRAE BT 2 0 MOMERTD
(tf¥m) (t¥m}
g45 41
o5 41
CORTANTE CORTAMTE
{tf) (17} . )
- 1p3d4r
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Juntando as 3 partes:
0,30 if
0,45 tf a j
RE&QOESTC’ = = , T D
0.3 ta'm T T a 0.225 tT*m
0,15 tf 015 t
a3 A rn
0,225
0,075
MOMENTO 7 S ,
(tf¥m) ﬂ 0.0375 1f*rm a
0.45 Af
0,15 if
* ¥
CORTANTE & —{p—
(tf) | ]
0.15 11 10,30 1f

6.3 VIGA COM CARGA SOBRE A ROTULA

Quando h& uma acgéo sobre a rétula, considera-se a mesma sobre UMA DAS
PARTES e resolve-se normalmente. Por exemplo:

500 N
&
) ... F
T m
2 m

Cada parte fica:



500 N
17 AL
1 m 1 m
=0 M
IC s
REACOES 500 i'm reacoEs 1 Al

S0 HYm

PR EMNT D ;LG

a00 H

CORTAMTE I CORTANTE o

bACRAE T O h

TaN it
Juntando as partes:
500 M %
REACOES TC o 7,
500 N*m ﬁ $
0

500 M¥m

MOMENTO j\@ AN
500 M

CORTANTE ﬁ " l -

——
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7 EXEMPLOS DE ESTRUTURAS COM TIRANTES E ESCORAS

Um tirante € uma barra que se coloca na estrutura com uma ligacdo que nao
transfira a ela flexdo, mas somente esforco normal de tracdo. J& a escora €
semelhante, com a diferenca de que sO recebe compressao. Por exemplo, veja a
estrutura real abaixo e seu modelo:

partica em concreto MODELD REAGOES

cabo de ago

[ £ Y {3 — 1 N e—
amarrgds em “ganchos”
HA HA
b e QKJMA %&A

Consideracdes sobre a figura anterior:

- ESTRUTURA REAL: veja que o cabo de a¢o projetado ndo aceita compressao
(imagine uma corda tracionada, amarrada nos ganchos, conforme a figura anterior;
agora ao invés de traciona-la, imagine-a comprimida; ela ndo tem estabilidade,
certo?). Sendo assim, o engenheiro faz a analise com todas as combinacfes de
acoes e verifica se ndo ha mesmo compressao e ai sim pode executar um cabo de
aco ou até uma corda. Mas, se houver compressao, esta barra tem que ser feita com
material e secdo transversal que aceita compressao (um tubo de aco, por exemplo).
De qualquer forma, a ligagdo com esta barra ndo pode transmitir flexao (se o modelo
for o proposto acima).

- MODELO: veja que uma barra tirante ou escora, no modelo, tem que ser
representada com a ligagédo em forma de “bolinha” e esta “bolinha” ndo se sobrepde
a estrutura de apoio (exatamente como na figura acima ou abaixo). Veja a diferenca
entre a rétula (capitulo anterior) e esta:

ROTULA TIRAMTE /ESCORA
ezta barra esta barrg
HB— o—
pode er & zomente
flexto iracienada ou

comprimida

Obs: em muitas bibliografias, desenham-se as chapas em linha mais grossa e as
barras em linha mais fina.
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- REACOES: veja que a reacgio na escora/tirante é somente uma forga normal, igual
dos 2 lados. O sentido apresentado na figura é o de tracdo na barra, ou seja, se,
apos o calculo, “N” for positiva, a barra € tracionada e é um tirante (e tem que ser
dimensionada como tal). Se for negativa, a barra € comprimida e é uma escora (e
tem que ser dimensionada como tal).

O célculo do grau de hiperestaticidade segue 0 exposto no inicio deste texto,
sendo que o tirante/escora entra como APENAS UMA reacdo “N” (B=1). No caso
anterior, a estrutura € hiperestatica. Neste texto, como estamos calculando apenas
estruturas isostaticas, apresenta-se a seguir um exemplo de estrutura isostatica com
tirante/escora, a mais simples que o autor se lembra e, para ser isostatica, precisa
da rotula também.

WALLL L WILLLL,

) O >N N

- < 2 kN < 2 kN

T\EA T\/B

= A A HA —>
| |

! 25 m

G =(B-3C-2N)+ (3*g) = 6-3*2 = 0 - isostatica
O calculo das reacobes fica:

S Fx = 0 (adotando positivo para a direita) > N-N+HA-2 =0 2> HA = 2 kN

> Fv = 0 (adotando positivo para cima) > VA+VB-5*25=0-> VA+VB=125
>Ma = 0 (adotando ponto “A” e positivo no sentido anti-horario) > VB*2,5 + N*2 —
N*2 — 5*2 5*25/2=0-> VB =7,5/3 > VB =5,45 kN

Voltando na equagao: Y Fy =0 - VA = 7,05 kN

Veja que ha faltou determinar justamente o “N”. Ha uma rétula e,
normalmente, se pode resolver dividindo a estrutura em 2 partes isostaticas,
definindo quem apd6ia em quem, conforme feito em capitulo anterior. Mas, neste
caso, ha uma maneira mais simples de resolver, considerando que o somatério de
momentos na rétula €, por definicdo, nulo, por qualquer um dos 2 lados.
Considerando o lado do VB:
> Mrétula = 0 (adotando positivo no sentido anti-horério) - -N*1-2*2=0 > N = -4 kN

Note que, para esta combinac&o de cargas, o normal na barra € negativo, ou
seja, de compressdo. Entdo ela deveria ser dimensionada como uma escora (um
cabo de ac¢o nédo daria certo na pratica, por exemplo).

Calculadas as reacoes, a determinacdo dos diagramas dos esforcos ocorre
normalmente, como feito nos capitulos anteriores.
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8 ESTRUTURAS COM APOIOS ELASTICOS

Um apoio elastico (que se chama de mola) é um apoio intermediario entre
engaste/apoio fixo/apoio movel. Quando se sabe que na prética, o apoio sofrera um
deslocamento de valor conhecido numa direcdo pode-se usar este apoio. A
representagcdo € uma mola.

Se, numa estrutura com apoio em mola, a mesma for substituida pelo apoio
rigido correspondente e a estrutura ficar isostatica, os esforcos (momento fletor,
cortante e normal) ndo se alteram e calculam-se desta maneira (substituindo a mola
por um apoio rigido). Porém, os deslocamentos se alteram (ndo serdo abordados
neste texto).

Segue exemplo feito pelo autor utilizando o software FTOOL.:

K

l H@AE.: kNm

15.0 kN

15.0 kN

e vl

150kN

=
l s
Ly,
s ST 48 0
et + z
7 1.0008+02 khmiras £

VIGA COM MOLA TORSIONAL REACOES E ESFORCO NORMAL (kN)

CORTANTE (kN) MOMENTO FLETOR (kN*m)

bt oGl

35{75::'

DESLOCAMENTO
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9 ESTRUTURAS E ACOES INCLINADAS

Na pratica podem ocorrer estruturas com barras inclinadas, acfes inclinadas
e apoios inclinados. A resolucdo segue a mesma logica tratada neste texto, com a
devida consideracdo da decomposicéo prévia das acoes e reacoes.

- ACOES INCLINADAS

Quando ha acbes inclinadas em relacéo ao eixo da estrutura, basicamente o
que se faz € decompor cada acdo nos eixos vertical e horizontal e proceder os
calculos normalmente. Isso vale para forcas concentradas e distribuidas. Vejamos
um exemplo:

2 kN 0,28 kN/m
60°A YAVAAV SIS

Tm m Z2.5m Tm

Na figura anterior, na decomposicédo das forcas:

Forca concentrada:
sen(60°)=Fy/2 > Fy = 1,73 kN
cos(60°)=Fx/2 - Fx =1,00 kN
Forca distribuida:
sen(60°)=qy/0,28 - qy = 0,24 kN
cos(60°)=gx/0,28 - gx = 0,14 kN

Portanto, temos:

1,73 kN 0,24 kN/m
o N e 0014 KN/

T
VA TmM 2m 2.5m Tm\/B

A partir daqui, resolve-se normalmente.
Calculando as acbes equivalentes no centro das acgles distribuidas, para
efeito de calcular as reacoes:

Forca equivalente y: 0,24*2,5 = 0,6 kN
Forca equivalente x: 0,14*2,5 = 0,35 kN

1,75 kN 0,6 kN

TR le. 0,35 kN

HA—
Tvg
VATmM 3,25m2,25m1m
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Fica para o aluno calcular as reacdes e esforcos, chegando a:

Diagrama de normal (kN) e reacdes.

0.65
< T —_—
0.65 kN
-0.35
g T 2
- w
w w
— [}
Fonte: O proprio autor usando o FTOOL.
Diagrama de cortante (kN).
1.67
s FT —
-066 -066

Fonte: O proprio autor usando o FTOOL.

Diagrama de momento fletor (KN*m).

0.7 E—

17 16
Fonte: O proprio autor usando o FTOOL.

- ESTRUTURAS COM INCLINACOES

As estruturas inclinadas tém a diferenca de que os esfor¢cos normal e cortante
s&o paralelos e perpendiculares A BARRA, respectivamente. Entdo, em cada ponto,
€ necessario fazer a decomposicéo do esforco.

Outra questdo que pode aparecer é sobre a direcao das aces. Normalmente
as acoes sao devido a pesos proprios, de pessoas, maquinas, sobrecargas, etc.,
entdo séo verticais. Assim, num elemento inclinado sujeito a agdo distribuida vertical,
essa distribuicdo pode aparecer nas bibliografias de duas formas (que sdo a mesma
acao; explicacao a seguir):

Aplicacéo de acéo distribuida vertical em elemento inclinado.
4 kN/m

2,67 kN/m
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Veja, na figura anterior a esquerda, temos uma acao vertical distribuida em 2
metros. Na hora de fazer a acdo equivalente, teremos 4*2 = 8 kN aplicada no centro
destes 2 metros. Entéo, se considerarmos a mesma acéo (8 kN), distribuida nos 3
metros (figura anterior a direita), temos que calcula-la como 8/3 = 2,67 kN/m. Assim,
as acdes mostradas nas duas figuras sao fisicamente a mesma coisa. Nos softwares
normalmente a aplicagdo é como mostrado na figura da direita. Mas, em figuras de
bibliografia e normas, pode aparecer a distribuicdo como mostrado na figura da
esquerda. Ao engenheiro cabe fazer a conversdo, quando necessario.

Pode haver também forcas inclinadas em relacdo aos eixos globais, sendo
que devem ser decompostas normalmente nos eixos globais, como vimos
anteriormente.

Vejamos um exemplo completo com barra inclinada:

Pértico isostatico com elemento inclinado:
1.5 kN

l

2 kN m

Para calcular as reacfes, temos que colocar as incognitas e as acodes
concentradas equivalentes as acfes distribuidas. No caso, temos uma acéo
distribuida, 2 kN/m numa distancia inclinada de V3*+4°=5m. Assim, a acédo
concentrada equivalente vale 2*5 = 10 kN, aplicada no meio do trecho inclinado.
Assim:

Reacdes incognitas do portico e forca concentrada equivalente.
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1.5 kN

.
B c 7
10 kN
7 m
o
Zm
Ha
D
SN K
T\."A WD
A A f
1‘5m1,5m3m Fm

g=3-3=0-> ISOSTATICA

REACOES:

> Fx = 0 (positivo para a direita) > HA =0

> MA = 0 (positivo anti-horario) - -10*1,5 -1,5*6 + VD*9 =0 - VD = 2,67 kN
> Fy =0 (positivo para cima) > VA+VD-10-15=0 > VA=8,83 kN

Resumo com as reacdes calculadas para o portico:

1,5 kN
i .
A Z G
2 kNS
4 m
]
A T
TE.E} [h ) 267 kR
| | | 2
| 2 m | am | A m |

DIAGRAMA DE MOMENTO:

- Ponto A: tem que dar zero, pois € apoio movel (faga as contas!)

- Ponto C pelo lado do ponto A:

Esforco momento fletor incognito, num ponto do pértico:
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2 kM 10 kM

A A

A
/‘\ 3,23 kN /[ 5,83 kN

1.5 m 1,% m

>MB = 0 (positivo anti-horario) > MB + 10*1,5 + -8,83*3 = 0 > MB = 11,49
kKN*m (portanto tracionando a parte direita ou interna, veja na figura; acompanhe o
diagrama no final dos célculos do diagrama de momento)

Veja que, para calcular o momento da forca equivalente, ndo importa que a
barra seja inclinada, a distancia € sempre pegando a paralela a direcdo dela, da
forga, portanto a distancia medida na horizontal; por isso 1,5 m.

- Ponto de maximo momento entre A e B e seu valor:

Esforco momento fletor incognito, num ponto do pértico:
2 kN

M) Z¥ine (kNY  M(x)

k_j

f};.o

A A

T 8,03 kN T 3,83 kN

4 -

Veja, na figura anterior, que, num ponto x/2 (x foi escolhido ser medido na
horizontal, para facilitar a contabilizacdo dos momentos no ponto M(x)), a agéao
concentrada equivalente vale 2 vezes a distancia inclinada “inc”. O ponto fica em x/2
medido na horizontal, mas a distancia inclinada n&o é x/2, é “inc” (veja na figura).
Para encontrar a distancia inclinada, temos que o cos6 = x / inc. 6 € o angulo de
inclinacdo da barra, que pode ser obtido do desenho da estrutura inteira (ver figura
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mostrada anteriormente). Daquela figura cos6 = 3/5 (lembrando que calculamos
anteriormente a distancia AB inclinada como 5 m). Assim:

cosO = x /inc = inc = x/cos® = inc = 5x/3

Continuando e calculando M(x):

> M(x) = 0 (positivo anti-horario) > M(x) + (2*inc)*(x/2) — 8,83*x =0 >

M(X) = - (2*(5x/3))*(x/2) + 8,83*x = 0 = M(x) = - (10*x?/6) + 8,83*x =0

dM(x)/dx = -(20*x/6) + 8,83 - igualando a zero - -(20*x/6) + 8,83 =0

2> X=2,65m

Significa que, em x = 2,65 m, horizontal a partir do ponto A para a direita, 0
momento € maximo. A distancia total entre A e B vale 3 m.

O valor é: M(2,65) = - (10*2,65%6) + 8,83*2,65 = 11,69 kN*m (portanto
tracionando a parte direita ou interna, veja na figura; acompanhe o diagrama no final
dos célculos do diagrama de momento)

Lembre-se que, entre A e B, o diagrama de momento é parabdlico, pois a
carga é distribuida.

- Ponto B pelo lado do ponto C: tem que dar o mesmo valor de 11,49 KN*m
feito pela esquerda, j4 que ndo tem momento concentrado aplicado no ponto B. Fica
para o aluno verificar as contas.

- Ponto da carga concentrada de 1,5 kN, pelo lado do ponto C (tem que dar
igual se feito pelo lado do ponto B):

Esforco momento fletor incégnito, num ponto do portico:

]
e F

D)
-

2,67 kN

Y

> Mponto1,5 = 0 (positivo anti-horario) > M + 2,67*3 = 0 > M = -8 kKN*m
(portanto, tracionando a parte inferior; acompanhe o diagrama no final dos céalculos
do diagrama de momento).

- Ponto C, pelo lado do ponto D (tem que dar igual se feito pelo lado do ponto
B):

Esforco momento fletor incognito, num ponto do pértico:
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KC

267 kN

Y>MC = 0 (positivo anti-horario) > MC = 0 kN*m. E esta situacdo € a mesma
entre o ponto C e o ponto D, entdo o resultado é o mesmo.

RESULTADO:

Diagrama de momento fletor calculado para o portico (KN*m):

FAN
Fonte: O proprio autor usando o FTOOL.

Em resumo, veja que o0 momento num ponto da barra inclinada ndo muda a
direcdo, é horario ou anti-horario, ndo importa a inclinacdo, sai direto. Mas, no
normal e cortante a forca horizontal ou vertical que sai das contas ndo é o esforco
direto, pois 0 normal é paralelo a direcdo da barra e o cortante é perpendicular a
barra. Assim, temos que fazer essa conversao para chegar no esfor¢o. Vamos fazer!

DIAGRAMAS DE CORTANTE E NORMAL:

Veja que agrupamos as contas para fazer, de uma vez os diagramas de
cortante e normal. Isto porque a situacao de equilibrio de forcas é a mesma.

- Ponto A:

Esforco cortante e normal incognitos, num ponto do portico:
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1.5 kM
\\/ |-
2 kM
4 m

Wb, o
A ST
s 267 kN

| L 4 2

Lembrando que, na figura anterior, o cortante tem que ser colocado, pela
convencao, girando a barra (no caso, a AB) no sentido horario. E é cortante, ou seja,
perpendicular & barra. Assim, foi colocado VA na figura. E o valor incégnito
procurado.

O esforco normal é, por convencéo, positivo tracionando a barra.

Poderiamos decompor todas as acfes e reacdes num eixo de VA e. Mas, da
menos trabalho calcular as forcas em A nos eixos globais e depois decompor,
achando VA e NA. Desta maneira, veja que, no ponto A, 0 que queremos Sao as
reacdes horizontal e vertical. E ja as calculamos (ver figura mostrada anteriormente;
reacdo horizontal = 0 e reacao vertical = 8,83 kN). Assim, neste primeiro ponto, s6
precisamos decompor as rea¢des no ponto A:

Decomposicéo das forcas para achar o cortante e normal em A (VA):

2 kN/m \b 5 N m \L

teta

NA R A
18,83 kN /
VA téta NA

De figura mostrada no inicio do exemplo, cos6 = 3/5 e senf = 4/5. Assim:

VA = 8,83* cosO = 8,83*(3/5) = 5,3 kN. Veja, na figura, que ele ja saiu cortante
positivo (girando a barra no sentido horario; acompanhe no diagrama de cortante no
final dos célculos).

NA = 8,83* sen6 = 8,83*(4/5) = 7,1 kN. Veja, na figura, que ele saiu
comprimindo a barra (pela direcdo do 8,83 kN) (portanto, negativo; acompanhe no
diagrama de cortante no final dos calculos).
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- Ponto B, pelo lado do ponto A (tem que dar igual se feito pelo lado do ponto

C, pois ndo ha forca concentrada aplicada no ponto B e o ponto s6 tem 2 barras
concorrentes):

Forcas incognitas, num ponto do portico:

Py Fv
l FH i% FH
B B T
2 kN/m 10 kN
2 m
= S
2 m

1. m1.h m

Veja, na figura anterior, que colocamos as forgas incognitas nos eixos globais.
E chutamos seus sentidos, ja que ndo sabemos. Depois faremos a decomposicdo
em cortante (e normal, mais a frente). Na verdade, esses calculos ja saem com o
diagrama de cortante e normal, apos a decomposicdo. Fazendo as contas da figura
anterior:

> Fx = 0 (positivo para esquerda; definido aqui, € uma escolha) > FH=0

> Fy = 0 (positivo para baixo; definido aqui, € uma escolha) > FV + 10 — 8,83
=0> FV=-1,17 kN

Conforme explicado, esses ndo sdo o normal e o cortante. Fazendo a

decomposicédo (colocando FV no sentido calculado, negativo em relagédo ao adotado
no inicio):

Decomposicéo das forcas para achar o cortante e normal no ponto:
teta— 1. 17

/R\/A

Ao
/
Na figura anterior, veja que o NA e VA tém seus sentidos definidos pelo 1,17
kKN, ndo é um chute! E o angulo 6 é o angulo de inclinacdo da barra. Veja,

geometricamente, que € onde foi indicado. Nao se pode errar essa colocacao de

onde é o 0. Volte nas figuras e perceba porque ele é naquele vértice
(geometricamente).

Da figura mostrada no inicio do exemplo, cos6 = 3/5 e senf = 4/5. Assim:
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VA =1,17* cosb = 1,17*(3/5) = 0,7 kN. Veja, na figura, que ele gira a barra no
sentido anti-horario, portanto, negativo quanto a convencéo do cortante; acompanhe
no diagrama de cortante no final dos célculos).

NA = 1,17* sen® = 1,17*4/5) = 0,9 kN. Veja, na figura, que ele saiu
tracionando a barra (portanto, positivo; acompanhe no diagrama de cortante no final
dos calculos).

- Demais pontos do diagrama:

Os demais pontos do diagrama ndo sao em barra inclinada, sendo os calculos
ja bem estudados. Fica para o aluno calcular e verificar com os diagramas
mostrados a segquir.

RESULTADO:

Diagrama de cortante calculado para o pértico (kN):

T
1.2 '

-2.7

P

Fonte: O proprio autor usando o FTOOL.
Diagrama de normal calculado para o pértico (kN):

0.0 0.0

-

=}
o

ZAN

;‘\\.
Fonte: O proprio autor usando o FTOOL.

Conforme explicado anteriormente, este exercicio é 0 mesmo se
considerarmos a acdo na barra inclinada distribuida no comprimento horizontal.
Entdo, os resultados serdo os mesmos para estes 2 exercicios (fica para o aluno
fazer os célculos):
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Pértico isostatico com elemento inclinado:
3,33 kN/m

1.5 kN

B
2 kN/m
4 m B
g JANRMIN §
lL J i

/% ) )

1.5 kN

|

m
lw]
|
L]

=

3 m |3m | 3Im |3m |3m

Fonte: O préprio autor.

Na figura anterior & esquerda, os 2kN/m estdo distribuidos em 5 m de barra

inclinada, portanto valem um total de 2*5 = 10 kN. Distribuindo nos 3 m horizontais,
faz-se 10/3 = 3,33 kN/m, ficando como na figura a direita.

- ARCOS

Arcos sao estruturas curvas. Os esforcos sdo calculados nas posi¢cées dos

pontos, exatamente como para as estruturas inclinadas. Veja o exemplo de um arco
semicircular, dado por Sussekind (1977):

Arco e diagrama de momento fletor:

Fonte: Sussekind (1977).

Diagrama de cortante e de normal:

AT
|
|




Fonte: Sussekind (1977).
Fica para o aluno calcular manualmente as reacfes e diagramas anteriores.

- APOIOS INCLINADOS

Pode haver apoios inclinados nas extremidades da viga, por conta, por
exemplo, do apoio estar num terreno inclinado, como no apoio A na figura a seguir.

Viga com um dos apoios inclinados.

600 N 15°

-4 m . 8m -

Fonte: Hibbeler (2010).

Nesses casos, primeiro faz-se a decomposicdo das reacdes incognitas do
apoio nos eixos globais x e y. Depois, resolve-se normalmente, encontrando as
componentes das reacdes. No caso do exemplo acima:
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Diagrama de corpo livre da viga com apoio inclinado em A:

decomposicdo  ¢qq

i de A l 400N - cosls® | /400N
|
Ay _COO N - senl5®
[ :
| decomposicio
Ay ‘ By da forca
I 4 m | 8 m i

Fonte:
https://engenheiraco.blogspot.com/2016/02/calculoreacoesdeapoioemvigas.html.
Acesso em 29/09/2023.

No dimensionamento do apoio, tendo sido calculadas as componentes da
reacdo, calcula-se a reacdo paralela e perpendicular a ele e procede-se
normalmente.


https://engenheiraco.blogspot.com/2016/02/calculoreacoesdeapoioemvigas.html

61

10 ACOES DISTRIBUIDAS NAO UNIFORMEMENTE

Foi estudada a acdo uniformemente distribuida, chamada também de
uniformemente distribuida, representando, por exemplo, o peso préprio de um
elemento de material homogéneo e de secao transversal constante. Na pratica, pode

também haver acdes distribuidas ndo uniformemente, sendo exemplos na figura a
sequir.

Exemplos de acdes distribuidas ndo uniformemente:

viga secdo variavel

empuxo
do solo:
solo agdo
distribuida
e i i A R Y triangular
peso proprio:; pilar
acao distribuida R

trapezoidal

E, na prética, existem outros exemplos que podem recair em acles
distribuidas de maneira n&o uniforme. Para realizar a andlise estrutural de elementos
submetidos a tais cargas distribuidas ndo-uniformemente, procede-se de maneira
semelhante ao que foi feito para as cargas uniformemente distribuidas, ou seja,
deve-se calcular uma for¢a concentrada equivalente a distribuicdo e o ponto onde
ela é aplicada. No caso da carga uniformemente distribuida, esta forca equivalente
vale o valor da forca vezes o comprimento, sendo a for¢ca aplicada no meio do
comprimento distribuido.

Vamos analisar o caso de um carregamento distribuido de uma forma
genérica qualquer f(x):

Carregamento distribuido g(x), de forma qualquer:
q i

- X - Q

- /14 l I RRR R I
T | S ‘
(4

* | comprimento de distribui¢cao do carregamento

* g, intensidade da carga no ponto x
Fonte: Porto (2016).
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O que queremos € achar a forca equivalente Q e sua posicdo Xc. Conforme
Porto (2016), a carga equivalente vale:

Deducéo da equacéo para achar a forca equivalente Q:

* Area retangular com base igual a dx e altura g, :

dQ =g .dv WP fdQ - fq(x)dx
0 0

O é a forga resultante do !
carregamento distribuido Q = fq(x)dx
segundo a funcao g(x). J

Fonte: Porto (2016).

Conforme Porto (2016), o ponto de aplicacdo de uma carga concentrada
equivalente Q (xc) pode ser obtido escrevendo-se que 0 momento de Q em relacdo a
origem de x € igual a soma dos momentos das cargas elementares dQ em
relagdo a origem:

Deducéo da equacéo o ponto de aplicacao xc da for¢ca equivalente Q:

l l
_ L1 x0dQ - v - JoxdQ  [yxq(x)dx
Q c

- A l
> fg q(x)dx
Fonte: Porto (2016).

Xc

Q

Aplicando as equacfes anteriores a alguns casos, chega-se a:

Tabela 1: Equacfes de carga equivalente e sua posicao.

Carga distribuida: q(x) Carga equivalente: | Posicéo dg carga
Q equivalente: Xc
qi
X
r ‘ "]
0 q(x)
T T T e Q= q,.1 !
I e X =3
L !*11111 1 . x | UNIFORME 2
* | J
gl
L X, q(x) - w11
Qj Lo Q= o -1 2
O H’m ] ! $ 2 Xe = 37
f o TRIANGULAR
| |
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gl o ¢ aw ,
g Q= E-(Ch""b) _2l (%-l—qz)
;l: ‘ ‘ ’ TRAPEZOIDAL T3 @t )
i !

Fonte: Porto (2016).

Lembre-se que vale o principio da superposicdo dos efeitos, ou seja, por
exemplo, na ultima linha da tabela anterior, poderia ser resolvido o caso de um
carregamento uniformemente distribuido de valor qi e outro carregamento triangular
de zero a (gz-q1). Assim, ndo se usariam as férmulas de carregamento trapezoidal.
Desta maneira, com as equacdes da tabela anterior, é possivel resolver muitos
casos de variadas distribuicdes de carga, considerando possiveis divisdes usando a
superposicao dos efeitos.
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11 VARIACAO DE SECAO TRANSVERSAL

Nas estruturas isostaticas, os esfor¢cos sdo calculados somente por equilibrio
e ndo dependem das rigidezes (EA, El, GA e GJt). Isso € uma aproximacédo, na
verdade, desconsiderando a néo-linearidade que a variacdo da rigidez causa.
Porém, nas estruturas hiperestaticas, os esforcos dependem da rigidez da estrutura.
Uma observacao € que, caso as rigidezes sejam constantes e iguais para todas as
barras da estrutura hiperestética, os esforcos ndo mais delas dependem (porque a
rigidez relativa € igual, sdo cortadas, nas contas).
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12 EXEMPLO DE TRELICA

Trelicas séo estruturas reticuladas (formadas por pequenas retas) ligadas por
rétulas ou articulacbes (nés) e formando painéis triangulares. Devem ser
submetidas a cargas aplicadas nos nés apenas, sendo, portanto, suas barras
sujeitas somente a esforcos axiais (tracdo ou compressao).

AT

A
e
4 =

mw
4

FORBESRIR

Figura: Trelica metalica no laboratério dédificagc“)es do IFSP Votuporanga. Fonte: O
préprio autor.

Observacdo importante: um poértico (ou quadro) que tenha as caracteristicas de
carga_somente _nos nods, ndés rotulados e painéis triangulares é chamado de
TRELICA e pode ser calculado pelo Método dos N&s, por exemplo. E possivel ter
porticos (ou quadros) sem alguma destas caracteristicas e, neste caso, essa
estrutura ndo é chamada de trelica e ndo pode ser calculada com o Método dos Nés;
tem que ser calculada como pértico (ou quadro). O que acontece € que €
normalmente mais econdmico a estrutura sé ter esforcos normais (e nao ter flexdo),
por isso a trelica é classicamente utilizada. Por exemplo, a estrutura abaixo ndo é
uma_trelica porque tem cargas fora dos nds, mas pode ser dimensionada e
construida normalmente, desde gue considerados os esforcos de flexao nas barras
no dimensionamento.
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0.350 tfim §|
HMMMMM
z;’i g
Ay 5 ud

" MOMENTO FLETOR (tf*m)

0.4

NORMAL (tf) CORTANTE (tf)
Fonte: O préprio autor utilizando o programa Ftool.
Os esforcos (tracdo ou compressado nas barras) nas trelicas isostéticas (foco

de estudo desta apostila) podem ser calculados, por exemplo, pelo Método dos Nos
(ou do Equilibrio dos Nés). Vejamos um exemplo:

95 KN 50 KN 25 kN
5 C D

< HE
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Inicialmente devem-se identificar os nés (como feito acima, por exemplo, com
letras) e verificar as dire¢cdes das reacdes de apoio. No caso da trelica da figura, no
no A tem-se um apoio movel e, no nd E, um apoio fixo. Recordando, como 0s apoios
moveis restringem somente deslocamentos perpendiculares ao plano do apoio, tem-
se uma reacao vertical VA. Como os apoios fixos restringem deslocamentos
paralelos e perpendiculares ao plano do apoio, tem-se uma reacgéao vertical VE e uma
reacao horizontal HE.

a) verificar se a trelica € uma estrutura isostatica (conforme anteriormente
explicado):

G=B-2N > G=(9+3)-2*6 = 0 > ISOSTATICA

Note que o angulo de inclinacdo das diagonais é um valor puramente
geométrico. No caso acima, todos os angulos valem 45°,

b) calculo das reacdes de apoio:

> Fx = 0 (adotando positivo para a esquerda) > HE =0

> Ma = 0 (adotando ponto “A” e positivo no sentido anti-horario) > VE*4 -50*2 —25*4
=0 > VE =50 kN

> Fv = 0 (adotando positivo para cima) - VA + VE — 25-50-25 =0 > VA + VE = 100
- VA =50 kN

c) célculo das forcas nas barras pelo Método do Equilibrio dos No6s

Adota-se como convencéao de sinais:

()
/

- barras tracionadas: positivo setas saindo do no

R
N T~

setas entrando no noé

- barras comprimidas: negativo

A filosofia do Método dos Nés € fazer o somatdrio apenas das forcas na
direcéo vertical e na dire¢ao horizontal. Como explicado, ndo ha momentos fletores.

Iniciar a resolucdo pelo né que tiver, no maximo, duas forgas incognitas. As
forcas desconhecidas devem ser inicialmente chutadas tracionando a barra (seta
saindo do n@). Como néo se sabe, a priori, se as forcas nas barras sédo de tragdo ou
de compresséao, adotam-se como se fossem tracionadas (veja NAB e NAF saindo do
no, na figura abaixo). Se o valor determinado for negativo, significa que a barra esta
comprimida, portanto, o sentido da seta, nesse caso, deveria ser mudado.
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[\]@ iy > Fx = 0 (adotando positivo para a direita)
> NAF =0
MAR
T > Fy = 0 (adotando positivo para cima)

O —>nNaF > NAB+50=0-> NAB = -50 kN

T

50 kN (VA
NO B
25 kN
O —> NBC
T& NBF
50 kN

(NAB calculado)

Veja que, neste no, foi colocado o esforco da barra AB (NAB calculado pelo
nd A), que deu -50 kN. O sinal negativo significa que a barra € comprimida e a seta
entra no ng, conforme foi colocado no desenho.

O esforco NBF € inclinado por causa da direcdo da barra BF, conforme se vé
na figura. E toda forca inclinada pode ser decomposta em 2 forcas equivalentes,
uma na direcdo horizontal e outra na vertical. Para calcular quanto vale cada uma
dessas 2 forcas em relacdo a forca inclinada, basta usar a trigopnometria. Veja (h =

horizontal; v = vertical):
\ B NBFh

NBF  NBFy
NBFh
NBFh
N e
NBF NBF

NBFv

No triangulo acima formado pelas forcas, se usarmos a trigonometria:

cateto_oposto  NBFv

sen(A) =
(A) hipotenusa NBF
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cateto_adjacente  NBFh
hipotenusa NBF

Cos(A) =

Como, pela geometria da trelica, o angulo A é 45°;

sen(45°) = T\IBBiV = NBFv = NBF *sen(45°)

cos(45°) = %ih = NBFh = NBF *cos(45°)

Perceba que NBFh e NBFv ndo tém nada a ver com as outras for¢gas no no
(NBC, 25 e 50 kN). Sdo apenas a decomposicdo da forca NBF, equivalem a ela.
Sendo assim, temos que somar cada uma na sua direcao.

N @ B > Fv = 0 (adotando positivo para cima)
- 50-25-NBF*sen(45°) = 0 > NBF = 35,3 kN
25 kN
> Fx = 0 (adotando positivo para a direita)
J/ - NBC + NBF*cos(45°) = 0 > NBC =-25 kN
O — NEBC
T N\ ONBF
50 kN

(NAB calculado)

NO C > Fv = 0 (adotando positivo para baixo)
50 KN - 50+NCF =0 > NCF =-50 kN
\L > Fx = 0 (adotando positivo para a direita)

25 kN —> O —> NCD - 25+NCD =0 > NCD =-25 kN
(NBC calculado) J/ NBE

NCF
NO D > Fx = 0 (adotando positivo para a direita)
25 kN - 25-NDF*cos(45°) = 0 > NDF = 35,3 kN
Fy = 0 (adotando positivo para baixo)
(NCD calculado) J/ 2 *
95 kN — O - 25+NDE + NDF*sen(45°) =0 -> NDE =-50 kN
i
NOF J/

NDE
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NO E > Fx = 0 (adotando positivo para a esquerda)
50 kN > NEF=0
(NDE caleculado)
\L YFy=0
NEF<— O Ja esta verificado, ok!

50 kN (VE)

Até aqui, todos os esforcos nas barras foram calculados. O n6 F pode ser
usado apenas para verificacdo dos calculos.

Como a trelica é simétrica, com carregamentos simétricos, os resultados das
forcas que agem nos ndés D e E sao iguais as dos nos B e A, respectivamente.
Portanto, ndo haveria necessidade de se calcular as forcas nos nés D e E.

d) organizacao dos resultados:

25 kN 50 kN 25 kN NAB e NDE = -50 kN (compressao)
C D NBC e NCD = -25 kN (compressao)
B NAF e NEF = 0

NBF e NDF = 35,3 kN (tracao)
NCF = -50 kN (compresséao)
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